MAT?2453 - Calculo Diferencial e Integral para Engenharia I

12 Semestre de 2009 - 22 Lista de Exercicios

. Calcule a 4rea da regido compreendida entre os gréficos de
fx)=x*-2x+1e g(x)=—x+1,
com—-1<x <1.
. Desenhe a regido A = BN C N D e calcule a drea de A, onde
B={(x,y) € R’y >x* -4}, C={(x,y) e R¥}y <12-3x%} e
D = {(x,y) € R*y < 3x* + 12x + 12}.
. Desenhe a regido
A={(xy) Ele\yzxz—l,ygx+1 ey > —x2—3x—2}
e calcule a sua area.
. Sejam f : [—1,3] — R continua com f(x) < 0, para todo x € [—1,3],

A={(x,y) €eR?’|-1<x<3ey>f(x)} e B={(x,y) ER*)|-1<x<3ey <x*+3}

3
tais que a drea de A N B seja igual a 23. Calcule / f(x)dx.
-1

2
x
. Determine m > 0 para que a 4rea delimitada pory = x2,y = - ea reta y = mx sejaigual a 4.
. Desenhe a regido do plano delimitada pela curvay = x3
de abscissa x = —1. Calcule a area desta regiao.

— X e por sua reta tangente no ponto

. Encontre a drea da regido limitada entre as curvas x = > —yex = 1 — y*.

1
. Calcule / (x + V1 — x2) dx, interpretando-a como uma area.
0

. Sabe-se que a intensidade da forca de atra¢do entre duas particulas é dada por

Cmqimy
F= 7

onde C é uma constante, 11, e m; sdo as massas das particulas e d é a distancia entre elas. Uma
barra linear homogénea de massa M; = 18kg e uma massa pontual M, = 2kg estdo dispostas
como na figura. Calcule a intensidade da forca de atracdo entre as duas massas.
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10. A reta horizontal y = c intercepta a curva y = 2x — 3x> no primeiro quadrante como mostra

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a figura. Determine ¢ para que as areas das duas regides sombreadas sejam iguais.

Sejam f(x) = x> + 5x — 6 e ¢ a fungdo inversa de f. Calcule ¢’(x), ¢ (x) em termos de g(x).
Calcule g”(0).

Sejam y = f(x) dada por f(x) = x® +Inx, x > 0e x = g(y) sua fungéo inversa. Calcule g’ (y)
em termos de g(y). Calcule g’'(1).

Seja h(x) = 2x + cos x.

(a) Mostre que h é bijetora.
(b) Calcule h=1(1).
(c) Admitindo i~! derivavel, determine (h~1)"(1).

Sejam I um intervalo de R com 0 € I e f : I — R uma fungdo injetora tal que (x, f(x)) é
solugdo da equagido y° + ye* + 3xeVt! +2 = 7senx, para todo x € I. Seja g a inversa de f.
Supondo que f e g sdo fungdes derivaveis, determine a equacdo da reta tangente ao grafico
de ¢ no ponto de abscissa —1.

Sejam I um intervalo de R com I C| —5,1[ e f : I — R derivével tais que (x, f(x)) é solucdo
da equagao 2xy — 3x? + arctg(y?) + 27 = 0, para todo x € I. Determine a equagao da reta que
é normal ao gréafico de f e paralela a reta 3y + x = 1.

Calcule a derivada de cada uma das fungoes abaixo:

@ cosh(x) = 5(e*+¢ %) (b)senh(x) = 2(¢ ¢ ) (I flx) =

(@) f(x) = 2 + " (@) flx) =1 + ® £(x) = In(e* +1)

@ F() = (P + (142°) () f() =l (x 4 VETT) @ f(x) =" 4 0

G) f(x) =2 + 3% (k) f(x) = In(arctg x) M) f(x) = (1+ cos xgse“"
() £(0) = (e + 3 ) f(x) = (34 cos )50 (o) flx) = T
(p) f(x) = (a2 +1)%en(*) Q) f(x) = (1 +arctgx)/¥ (1) f(x) = xZeet8

© £ = 50 <t>f<x> iy 2

17. Use o TVM para provar as seguintes desigualdades:

(a) |senb —sena| < |b—a|, paratodosa,b € R.
(b) |v/a—vb| < 1la—b| paratodosa,b € R, coma>1leb> 1.
(©) [In%| < |a—1b|, paratodosa,b e R,coma>1leb>1.



18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

(d) bP —a® > a’(b—a), paratodosa,b € Rcom1 <a <b.
(e) e* —e¥ > x —y, para todos x,y com x >y > 0.

Seja f(x) = x° + x> + 2x + 1 e seja ¢ a sua inversa. Sejam a,b € R com a < b. Mostre que

(b—a).

NI —

8(b) —g(a) <

Seja f uma fungdo derivavel no intervalo | — 1, +-co[. Mostre que se f(0) =0e 0 < f'(x) <1,
para todo x > 0, entdo 0 < f(x) < x, para todos x > 0.

Mostre que f(x) = (1 + x)!/* é estritamente decrescente para x > 0. Conclua que

(14+m)° < (1+4e)".

Prove as seguintes desigualdades:

(@) 2/x >3 — %, para todo x > 1 (b) e™ > n°

3 3 .5
(c)gz>zpara0<a<b<§ (d)x—%<senx<x—%+%,parax>0
(e) V1+x <1+ 3x, parax >0 (f) 2xarctgx > In(1 + x2), parax > 0

Seja f derivavel em R e seja ¢ dada por g(x) = f(xx), x # 0. Suponha que xj é ponto de

méximo local de g. Prove que
xof'(x0) — f(x0) = 0.

Prove que a reta tangente ao grafico de f no ponto de abscissa x( passa pela origem.
. a
Determine a constante a para que f(x) = x2 + T tenha:

(a) um minimo local em x = 2.
(b) um minimo local em x = —3.

(c) Mostre que f ndo terd maximo local para nenhum valor de a.

Calcule, caso exista

_ 100
(@ lLim 2I=2Y) (b) lim h‘f (© lim 0%
o1 tg(mx) x—+o0  /x x—0+ cotg x
. _ . Inx ) xe*
@ fim ()" @ lin,  Jim, o=
1 2
. p . P R L4
®) xlgg1+ X nx, p >0 ® xLHBoo reen (x) () 31515{(1) <1 —cosx  x?
N 1 1 . t .
_ gx b 1/x
O I ATy e 1] (k) lim, (xsenx) (1) Tirny (7 +3x)
2
L tg(?) , 1 . arctg(2x?)
(m)xli)rgh X () xlir5‘+ [x +in x} ©) 91c1£>r(1) In(1+ 3x2)
. In(1+x?%) , 1/ senx . xsen x + 2x2
P) 31(13’(1) xarctgx @ 31(11%(1 + sen2x) ® alclg(l) e¥4e ¥ -2
(s) lim (tgxsecx —sec?x) (t) lLm x%/(+nx) (u) Lim (14 3x)!/Inx
x_>%+ xX——+o00 X——+00
(v) ;L%L (senx)!/1nx (W)xlirfw [ln(x +3)*™ —In(x + 2)x+4]
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26

27

28

29.

30.

31.

32.

. Determine ¢ para que a funcéo f(x) = x® + 3x> — 9x + ¢ tenha uma tnica raiz real.

. Mostre que a equagdo 3x — 2 + cos(%5*) = 0 tem exatamente uma raiz real.

—1\"*
. Sejaa € R tal que lim (ax > = 4. Determine a.
x—+oo \ ax + 1

. (a) Esboce o grafico de f(x) = x?e~*.

(b) Determine, em fungéo de k, o ntimero de solugdes reais da equacio ke¥ = x2.

Seja f uma fungdo cuja derivada tem o grafico esbogado na figura abaixo:

y
y=f'tx)

—2 5 e /\-\

/ = OW s 6 1 <

(a) Em que intervalos f é crescente ou decrescente?

(b) Para quais valores de x f tem um méximo ou minimo local?

(c) Em que intervalos f tem concavidade para cima ou para baixo?
(d) Ache os pontos de inflexdo de f.

(e) Admitindo que f(0) = 0, faga um esbogo do possivel grafico de f.

X
(a) Ache o ponto de minimo de f(x) = % no intervalo |0, +oo.

a+b

(b) Prove que ¢ > ¢?, para todosa > 0eb > 0.

ab
Seja f uma fungdo. Se existir uma reta y = mx + n tal que lirf [f(x) = (mx+n)] =0,
X—+00

dizemos que y = mx + n é uma assintota para f. Prove que a reta y = mx + n é uma assintota

x
para f se, e somente se, lim f(x)
Xx—foo X

x — +o0 vale também para x — —c0.)

=me xlirfoo(f(x) — mx) = n. (Tudo o que dissemos para

Esboce o grafico das fung¢des abaixo e dé as equagdes das assintotas, quando existirem.

3
@ f(x)=x*+2x3+1 (b) f(x) = xzx_ 1 (© f(x) = xziﬂ

-1 -1 6, 2

@ f(x) = 5 © f(¥) = 5 O f(x)= (3=t
(®) f(x) = V- 22 (h) f(x) = ¢* — & Q) f(x)=x—3nx>
0 fi) =" (9 f(x) = {/x(x—1)2 ) fx) =2

2 _ )3
(m)f(x) = In(2x) - (3 +3) () f(x) = 0 fx) = E 7

x> —2x—3 3 —x+1
(P flx) = (@ £(x) = arctg(Inx) 0 fx) =5
X In x

(5) f(x) = 2*Inx ® flx) == (W f(x) = 5



33.

34.
35.

36.

37.
38.

39.
40.

4].

42.
43.

44.

45.

Achar os valores méximo e minimo de:

(@) f(x) =senx —cosx, x € [0, 77].

(b) f(x):\/3+2x—x3,—%§x§1.
(0) f(x):%—f—lnx,%gxgél.

(d) f(x) =vxd—2x2, -1<x<2.
(e) f(x)=|x*—-2x%,0<x<3.

Para que ntimeros positivos 4 a curva y = a* corta a reta y = x?

Seja f(x) um polindmio de grau 3, com trés raizes reais distintas. Mostre que f tem um ponto
de inflexdo, que é a média aritmética das trés raizes.

Sejam f : R — R derivével e a,b € R tais que f(a) = f(b) = 0. Mostre que se f'(a)f'(b) > 0,
entdo existe c entre a e b tal que f(c) = 0.

Para que valores de k a equacdo 2x> — 9x% 4 12x = k tem trés raizes reais distintas ?

Suponha que f : [0,1] — R seja continua, f(0) = 1 e que f(x) é um ntimero racional para
todo x € [0,1]. Prove que f(x) =1, para todo x € [0, 1].

Seja f(x) = x” + 8x% — x> — 8x. Prove que f'(x) tem duas raizes distintas no intervalo | — 1,1].

Seja f : R — R uma fungdo derivdvel e seja a € R fixado. Verifique se as afirmagdes sao
verdadeiras ou falsas. Justifique.

(@) Se f'(x) > 0, paratodo x > g, entdo lim f(x) = +oo.

X— 400
(b) Se f é derivavel até segunda ordem com f'(x) > 0e f”(x) > 0, para todo x > 4, entdo
lim f(x) = +oo.

X— 400
li "(x) = tio i x)=LeR.
(c) Sex_l)I}_Ioof() Oenaox_l)rJrrloof( ) €
(d) Se existe uma assintota para f (quando x — +0o0) com coeficiente angular m e se existe

. / _ ~ _
xEwa (x) =L,entdo L = m.

(e) Se hl}rl f'(x) =m € R, m # 0 entdo f tem uma assintota com coeficiente angular igual
X—+00
am.

Suponha que f : [0,1] — R é continua e que 0 < f(x) < 1, para todo x € [0,1]. Prove que
existe c € [0,1] tal que f(c) =c.

Prove que se p é um polindmio, a equagédo ¢* — p(x) = 0 ndo pode ter infinitas solugdes reais.

Seja f : R — IR derivavel e com um tinico ponto critico xg. Prove que se xq for ponto de
minimo (méximo) local de f, entdo x( serd o tnico ponto de minimo (méaximo) global de f.
No seu livro de Célculo de 1696, 1'Hopital ilustrou sua regra com o limite da funcgéo
flx) = V2a3x — x* — av/a2x
a—Vax3

quando x — a, a > 0. Calcule este limite.

Considere a pardbola y = bx? com b > 1.

(a) Determine, em termos de b, a drea da regido compreendida entre essa pardbola e a reta
y=x, parax € [0,1].
(b) Determine b € [1,3] de modo que a drea seja maxima. Justifique!



Respostas

1 104 107 5 27 8 1 4
1.5 2.? 3'ﬂ 4—3 5.m=2 6.— 75 8.54—2 9.§C 10.C—§
3
11 ¢"(0) = —
(0) 256
12. ¢/(1) =
4
1
15. () 0; 0) 5
14.5y = 63 + 6

15. 3y +x+3=0
23. (a)a =16; (b)a = —54

24.)0, 00, (90, (A1, (©0, (O, 0 MWp B (L WL e, (m)1

M+, O3 L @2 ©3 ©-y 02 We Me WL

3/
25.c < —270uc >5
27 a——L

7 In2

4 4
28. Nao ha solugdes se k < 0; tem 1 solugdo se k = 0 ou k > EL tem 2 solugdes se k = 2

_ 4
tem 3 solucgdes se 0 < k < 2

30. (a) xp =1
B@-LV2 OV BH/E @41 @VF0 @0
34.a§e%
37.4 <k <5

40. As afirmacgoes (b) e (d) sdo verdadeiras e (a), (c) e (e) sdo falsas.

16a
44. o5
1 b 1



