MAT?2453- Calculo Diferencial e Integral para Engenharia I - POLI

lo. Semestre de 2009 - 3a. Lista de Exercicios

I - Problemas de otimizagao: maximos e minimos

10.

. Para que pontos da circunferéncia x? + y? = 25 a soma das distancias a (2,0) e (-2,0) é minima?
. Achar os pontos da hipérbole 2% — y? = 1 mais préximos de (0,1).

. Um tridngulo iséceles esta circunscrito a um circulo de raio R. Se x é a altura do tridngulo, mostre

que sua area é minima quando x = 3R.

. Qual é o menor valor da constante a para o qual a desigualdade ax + % > 24/2 é valida para todo

nimero positivo z?

. Seja f(z) = b1+ — x> 0, onde a > 0. Ache o menor valor de a de modo que f(x) > 28, Vz > 0.

%’

. Um cilindro é obtido girando-se um retangulo ao redor do eixo x, onde a base do retangulo esta

apoiada. Seus vértices superiores estao sobre a curva y = . Qual é o maior volume que tal

x
2?2 +1
cilindro pode ter?

. Um arame de comprimento L deve ser cortado em 2 pedagos, um para formar um quadrado e outro

um triangulo equilatero. Como se deve cortar o arame para que a soma das dreas cercadas pelos
2 pedagos seja (a) maxima? (b) minima? Mostre que no caso (b) o lado do quadrado é 2/3 da

altura do triangulo.

(a) Latas cilindricas fechadas devem ser feitas com um volume V especificado. Qual é a razao entre

a altura e o diametro da base que minimiza a quantidade de metal gasto para fazer a lata?

(b) Por que as latas encontradas no mercado nao sdo em geral como em (a)? Em geral o metal vem
em uma chapa retangular. Nao hd desperdicio envolvido em cortar a chapa que formara a superficie
lateral, mas as tampas devem ser cortadas de uma pega quadrada, e as sobras, sdo desprezadas (ou
entao recicladas). Ache a razao entre a altura e o diametro de uma lata de volume V que minimiza

o custo do material utilizado.

. Um canhéo situado no solo é posto sob um angulo de inclinagao 6. Seja r o alcance do canh&o, isto

é, a distancia entre o canhao e o ponto de impacto da bala. Entao r é dado por r = ——sen 6 cos 0,

onde v e g sao constantes. Para que angulo o alcance é maximo?

Determine o cone circular reto de maior volume que pode ser inscrito numa esfera de raio 3.



11. Deseja-se construir uma esfera e um cubo de modo que a soma das dreas de suas superficies seja

igual a 2. Determine o raio da esfera que maximiza e o que minimiza a soma de seus volumes.

12. Um muro de 2 metros de altura estd a 1 metro de distancia da parede lateral de um prédio. Qual
o comprimento da menor escada cujas extremidades se apéiam uma na parede, e outra no chao do

lado de fora do muro?

13. Um papel de filtro circular de raio a deve ser transformado em um filtro coénico cortando um setor
circular e juntando as arestas CA e CB. Ache a razdo entre o raio e a profundidade do filtro de

capacidade maxima.

14. Um reservatério tem fundo horizontal e secao transversal como se mostra na figura. Achar a

inclinacao dos lados com a vertical de modo a obter a maxima capacidade.

15. Um corpo de peso P apoiado sobre um plano horizontal deve ser deslocado horizontalmente pela
aplicacao de uma forca de intensidade F. Qual o dngulo « com a horizontal deve formar a forca
para que a intensidade da mesma necesséria para mover o corpo seja minima, admitindo coeficiente

de atrito >0 ?

OBSERVAGAO. Para cada a € [0, § | fixo, o valor minimo da forga F' para movimentar o bloco é

tal que a diferenca entre a componente horizontal de F' e a forca de atrito R seja positiva, i.e.

Y
cosa+tpusina °

Fcosa— u(P — Fsina) > 0, ou seja, F' >



16.

17.

(LEI DE REFRAGAO DE SNELLIUS) O objetivo desta questao é demonstrar como a lei da refragao
de Snellius, da Optica Geométrica, pode ser obtida como conseqiiéncia do principio de Fermat,

segundo o qual “a trajetéria dos raios de luz é aquela que minimiza o tempo de percurso”.

Sejam P € R? um ponto no semi-plano superior e @ € R? um ponto no semi-plano inferior,

fixos (vide figura abaixo). Uma particula vai de P a um ponto M = (x,0) sobre o eixo Ox com

velocidade constante u e movimento retilineo; em seguida, vai de M até ) com velocidade constante

v, também em movimento retilineo. Seja T : R — R tal que, para todo x € R, T'(z) é o tempo

de percurso de P a (). Mostre que T possgi gm unico ponto de minimo xy € R. Verifique que
sina  sin

xo € (0,b) e que, se z = xp, entao = )
u v

P=(0,a)

OBSERVACAO. A lei da reflexdo plana também pode ser obtida como conseqiiéncia do mesmo

principio (verifique!).

Deve-se construir uma estrada ligando uma fabrica A a uma ferrovia que passa por uma cidade
B. Assumindo-se que a estrada e a ferrovia sejam ambas retilineas, e que os custos de frete por
unidade de distancia sejam m vezes maiores na estrada do que na ferrovia, encontre o angulo « a
que a estrada deve ser conectada & ferrovia de modo a minimizar o custo total do frete da fabrica

até a cidade. Assuma m > 1.

Ferrovia

Rodovia



18. Um corredor de largura a forma um angulo reto com um segundo corredor de largura b. Uma

barra longa, fina e pesada deve ser empurrada do piso do primeiro corredor para o segundo. Qual

o comprimento da maior barra que pode passar a esquina?

IT - Integrais Indefinidas

Calcule as integrais indefinidas abaixo:

7 2 1
1. /%dm 2. /e%daf; /cos?a:da:

5./ ’ dx 6. /tggw sec? x dx /sen < dx
x—2 y/cosx

x
 tg’zd 10. [ ——d
Q/gxx 0/1+$2x /

secx dx

13. /w\/l—x2dw 14.

43. 44.

4x + 8
16. 223 +1d 17. /—
/:” v lar 222 1 82+ 20"
dx / e
19. 20. dx
/ (arcsenz) V1 — 22 T+e”
22. /ez3x2 dx 23. /ez V1 + erdx
25. /wdw 26. /2x(ac+ 1)2008 gy
14 22
28. /ez cosz dx 29. /w Inx dz,r € R
31. /:Ee 32. /:Earctgzn dx
34. /sec T dx 35. /cos T dr
1—senx
37. sen?z cos® z dx 38. ——dz
Cos T
322 + 4z +5
4 41. —
0. /2x2+8x+20 /(x—1)2(x—2) *

22\/1 — 22 dx

4. /tg2 xdx

12.

15.

18.

21.

24.

“
[rie
| o
/=
Ih=r

I

tgxdx

1+:L'2

T 1—|—1I1:L'

lnw

sen 2x
1+ cos?zx

sen \/_

27. /x senx dx

30.

33.

36.

39.

42.

45.

/
/

/sen2 x cos® x dx

/
/

(Inz)? dz

arcsen x dx

322 +4x +5
(x —1)(z—2)(z —
2 +r+1
x3 —8
eVe da

dx

3)

dx



46

49.

92

95

98.

61.

64.

67.

70.

73.

76.

dx
In(x + V1+22)dx 47. /— 48./ z Inz dz
/ ( ) Vb — 2z + 2 Ve

T 322 + 5z +4
/sen(lnx)dw 50. /mdw 51. /x3+$2+$_3dx
/\/az—i—bzw?dw 53. /dix 54. /\/w2—2w+2dx
Va? + b2x?

dx
\/ﬁ 3
/ 3 —2x — x¢dx 56. /(1+w2)m 57. /cos T dr

5
/sen5x dx 59. /COS x dx 60. /Sen3 (E) cos® (E) dx
send x 2 2
dx 4 2 5
_— 62. sen” z dx 63. sen” x cos’ x dx
sen® x cos x
2
/sem2 z costx dx 65. /0086(33:) dz 66. / cosﬁw dx
sen® z

dx 11—z dx
/sen2xcos4:n 08. /Vl—l—azdm 09 /\/_—\3/5

(Sugestao: faga u = ¥x)

r+1 arctg x z2dx
———d 71. d 72. | ——d
/ x?(x? 4 4)? ! / 2 / V2x — 22 !

4% — 32 +3 dx In(z +1)
d 4. . —d
/(x2—2x+2)(x+1) v 7 /1+e~"3 & / x2 *
5 —a3 r+1

IIT - Aplicagoes da Integral Definida

1

2.

1
. Calcule/ 3sen(z? + 1) d.
-1

Encontre o volume de uma piramide cuja base é o quadrado de lado L e cuja altura é h.

. Calcule o volume do sélido cuja base é a astrdide de equacao 2% + y% = a5 e tal que as segoes

transversais por planos paralelos ao plano Ozxz sao quadrados.
2 n—1
. Calcule lim =~ <sen T + sen il + ...+ sen (J>
n—oo N n n n
. Calcule o comprimento do grafico de f(z) = In(cos ), para 0 <z < 7.

. " 2 2 2
. Calcule o comprimento da astréide x3 + y3 = a3.

Calcule a rea da regido interna ao lago formado pela curva y? = z%(z + 3).



8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

2 2

Calcule a area da regiao do plano limitada pela elipse $—2 + Y
a

Determine o volume do sélido obtido pela rotacao em torno do eixo Oz do conjunto

a) A={(z,y) eER?2:0<ay <2, 22 +y><5ez >0}
b) A={(z,y) eR*:y>we(z—1)°+y*> <1}
c) A={(r,y) eR?:0<z <2ee®<y<e®l.
d)A={(z,y) eER?:2>0,y<lel/z<y<4/2?}).

Calcule o volume do sélido obtido pela rotacao em torno da reta y = 3 da regiao delimitada pelas

pardbolas y = 2% e y = 2 — 2.

Seja A= {(z,y) ER?:0<z <leln(x+1)+2<y<e”+4}. Determine o volume do sélido

obtido pela rotacao de A em torno da reta y = 2.

O disco z? + y? < a® é girado em torno da reta x = b, com b > a, para gerar um sélido, com a

forma de um pneu. Esse sélido é chamado toro. Calcule seu volume.

Calcule o volume de uma calota esférica de altura h, h < a, de uma esfera de raio a.

Determine o comprimento da curva y = coshx, —3 < x < 4.

Um anel esférico é o sélido que permanece apés a perfuracdo de um buraco cilindrico através do
centro de uma esfera sélida. Se a esfera tem raio R e o anel esférico tem altura h, prove o fato

notavel de que o volume do anel depende de h, mas nao de R.




IV - Miscelanea

1. Problema de Buffon. Num plano sao tragadas linhas paralelas equidistantes. Joga-se neste plano
uma agulha cujo comprimento é igual a distancia entre as linhas. Calcule a probabilidade de que

a agulha intercepte uma das linhas.

2. Seja f : R — R uma fungao continua e periédica de periodo 2L, isto é, f(z + 2L) = f(z), para
todo z € R. Sejam n € Z e a € R. Mostre que

%/L f(x)cos (n_zx) dr = %/GHL f(x)cos (?) dx.
L a

3. Seja f uma funcao continua em um intervalo [a,b] e sejam u(x) e v(z) fungoes diferencidveis cujos
valores estao em [a, b]. Prove que

d '@ dv du
= T0d = e F - S g

A férmula acima é conhecida como Regra de Leibnitz.
4. Calcule ¢'(x) onde

senx 2\/x
(a) g(x) :/ e dt (b) g(x) = /\/_ sen(t?)dt

COS T

w/2 T
5. Calcule / SN cosy dr em termos de A = / — dzx.
0 x + 1 0 (-Z' + 2)

6. Trabalho. Quando uma forca constante de intensidade F' é aplicada na diregdo do movimento de
um objeto e esse objeto é deslocado de uma distancia d, definimos o trabalho W realizado pela
forga sobre o objeto por W = F.d, se a forga age no sentido do movimento e por W = —F.d, se ela
age no sentido oposto. Suponha agora que um objeto esta se movendo na diregao positiva ao longo
do eixo x, sujeito a uma forga variavel F'(x). Defina o trabalho W realizado pela forca sobre o

objeto quando este é deslocado de x = a até x = b, e encontre uma férmula para calculéa-lo.

7. Energia cinética.  Use as notagdes do exercicio anterior, a segunda lei de Newton e a regra da

cadeia
dv dv dx dv

—_— = =V —
dt  dx dt dx
para mostrar que o trabalho realizado por uma for¢ca F' atuando sobre uma particula de massa m

que se moveu de x1 até xo é



10.

11.

12.

13.

. . /. 1 ,
onde v1 e vy sao as velocidades do corpo em z1 e zo. Em Fisica, a expressao imv2 é chamada de
energia cinética de um corpo em movimento com velocidade v. Portanto, o trabalho realizado
por uma forca é igual a variacao da energia cinética do corpo e podemos determinar o trabalho

calculando esta variacao.

. Suponha que uma particula se desloca ao longo do eixo 0x, segundo uma fungao horéria x : [tg, 1] —

R e sob acao de uma forga f (:17)7, dada f: R — R continua. Admita que a dinamica da particula
é governada por um modelo relativistico: sua massa m depende da sua velocidade v, segundo a

fungao m : (—¢,¢) — R definida por (dados ¢ > 0 velocidade da luz e my > 0 massa de repouso):

e sua funcao horaria x satisfaz a equacao diferencial:

d
S (! (0)2' () = F (1),

Mostre que, se interpretarmos o trabalho ffol f(x) dx realizado pela forga f quando a particula se
desloca de zg = z(to) a x1 = x(t1) como variacao de energia AE, e se Am = m(2'(t1)) —m(2/(to)),
entao:

AE = Am .

Sugestao: Use o teorema de mudanca de varidveis na integral de Riemann e o teorema fundamental

do calculo.

. Seja f uma fungao continua em um intervalo I contendo a origem e seja

y=sta) = [ senlo—0)5(t)

Prove que ¥’ +y = f(z) e y(0) = ¢/(0) = 0, para todo x € I.
Determine o volume da interseccao de dois cilindros, ambos de raio R e cujos eixos sao ortogonais.

T 2
Seja F(x) = / V14 t3dt. Calcule / xF(z)dr em termos de F(2).
0 0

S cos(2) dt

COS

Calcule lim 24—~
z—0 fo e~ dt

1/z 1 x
Mostre que f(z) = dt+/
ave fa) = [ s [

o dt é constante em (0,00). Qual o valor dessa

constante?



29 1 41_ 4
14. Mostre que — — 7 = / x(ia;)dx.
7 0 1+JZ
* 1
15. Seja f(x :/ ———dt, x € R.
ja f(x) Vipwr

a) Mostre que f é crescente e impar.

1
b) Mostre que f(x) < f(1) +1 — —, para todo x > 1. (Sugestdo: Integre 0 < —+— < tiz dela
T

) o S
)

;

(¢) Mostre que lim f(z) existe e é um nimero real positivo.
r— 00

(d) Esboce o gréfico de f(x), localizando seu ponto de inflexao.

16. Seja f : R\ {0} — R dada por = m% . Estude as integrais de Riemann impréprias:
1
@ [ 1@
o) [ ra)ds

T 2 2
17. Seja f(x) = / ¢ dt. Mostre que f'(x) —xf(1) =1, para todo x € R.
0

18. Seja F': [1,4+o00[— R dada por F(z) = / Vi3 — 1dt.
1
(a) Calcule o comprimento do grafico de Fentre x =1 e x = 4.

. F@@®) - F(@8)
(b) Calcule il_}nfé m

RESPOSTAS

I - Problemas de otimizagao: maximos e minimos

1. (5,0) e (—5,0) um quadrado;\(/%)Lo ladodo 9 <1 N \3/1)3/2
NG quadrado é ———=.
2. |45 3 9+4V3 13. V2
8. (a) 1; (b) 4/
4 a=2 (@) 1; (b) 4/ 14, 0="1
6
5. a=28 9. 0=1 15. arctg u
6. = 10. altura: 4; raio: 2v/2 17. © —max{ﬂ,arccos(% )
7. (a) Deve-se formar apenas  11. V%?; \/%lw 18. (a2/3 + p2/3)3/2



IT - Integrais Indefinidas

N 2) G +k
3) %sen7x+k‘ 4) tgx —x + k
5) Tln|z — 2|+ k 6) 1tgz +k
7) 2y/cosz(scos’z — 1) + k 8) —In|cosz|+ k
9) stg%x +In|cos x| + k 10) $In(1 +2?) + &
11) %arctg 22 +k 12) z — arctgx + k
13) —2/(1 —22)3 +k 14) In|secx + tgz| + k
15) 2/1+1Inz +k 16) 23/ (z3+1)5+ k
17) In(222% + 8z + 20) + k 18) 2/(Inxz)3 + k
19) In |arcsen x| + k 20) In(1+e®)+k
21) —In(1 +cos?z) + k 22) %exg +k
23) 3Y/ (1 +e")  +k 24) —2cosv/x + k
25) ereleT 4 k 26) 2(x 4+ 1)2009 (Lt — Ay + k
27) —xcosx +senx + k 28) Le®(senz + cosw) + k
f:ll Inx — (T+1)2+k‘ ser#—1 9 B
29) {%(lnx) Ckoser——1 30) z(lnz)* —2(xlnx —z) + k

31) (—x—1)e "+ k 32) “’(”2—2 arctgr — £ + Larctgz + k

33) zarcsenz + 1 — 22 + k 34) %seca;tgm—i—%lnsecx—i—tgm]—kk
35) 2(z +senzcosz) + k 36) 2sen®z — fsen®z + k

37) $(z — tsendz) + k 38) In|l +senz|+k

39) 6Injz — 1| —25Injx — 2|+ 22In |z — 3| + k 40) £2 rctg(xj—z) +k

41) =22Injz — 1|+ 2 + 25In |z — 2| + &

42) £ 4 Bnfz — 2|+ S n(1l + (2 + garctg(f—;;) +k

43) %arcsena; - ixM—k k 44) £(22? — 1)V1— 22 + %arcsena; +k
45) 2(y/x — 1)eV® + k 46) xIn(z + V1 +22) — VI + 22+ k
AYIn|vVb =2z + a2 +x — 1| +k 48) 2zy/z(lnz — 2) + k

49) S(sen(Inx) — cos(Inx)) + k& 50) $1n 2% — 4| + &

51) 2In|z — 1| + 3 In(z? + 22 + 3) + %arctg(”ﬁ—\g) +k

52) 2v/a2 + b2a? + % In(be 4 Ye2ta2y | 53) LIn(be 4 VeZibZa?y |

54) V22 =22+ 2+ ln(x — 1+ Va2 — 2z + 2) +k

55) £33 — 22 — 22 + 2arcsen(ZH) + k

56) %arctg(\/i) +k 57) senz — 2sen®z + k

10



11

58) —cosx + 2cos®x — L cos’z + k 59) gsen’z — L — —2In|senz| + k
60) 1 cos®(%) — 2 cos®(%) + k 61) $tg’z + 31n [tgz| — 2tg$—m+k
62) 32 — sen(2z) + g5sen(dx) + k
63) %s x — gsen T+ —sen Tr+k 64) 15 — Gﬁsen(élx) 8sen 3(22) + k
65) 1—56x+ 5 sen(6z) + 614 sen(12z) — rirsen®(6z) + k
66) — cotg T — cotg x+k 67) tgx + %tg?’:n — 2cotg(2x) + k
68) arcsenz + V1 — a2 + k 69) 2y/x +3Yr+6Yx+6In|Jx— 1| +k
1
70) In|z| — m — 3 In(z? +4) — 4 arctg 5 + —W ot k
71) amgm +In|z| —Inv1+a22+k 72) Sarcsen(z — 1) — (&2) V2r — 22 + k
73) 2ln\x+1]+ln(a: —2x 4+ 2) + 3arctg(z — 1) + k
74) z —In(1+e) + k 75) =2 Ly |z —In(z + 1) + k
76) —1(a® +1)e " +k 77) %ln]az\ - tIn(z® +4) — Larctg () + &
IIT - Aplicagoes da Integral Definida
1
0
128 3 _ 1
5107 9. (a) 232m - / n*(z + 1)dg;] =
0
4. 2. (b) T.
) . 12. (27b)(ma?
5. In(1 + V). (@) 5(2 -2
g 2(q — b
6. 6a. (d) 27 13. 7h*(a — 3).
7. 2V3. 10. 2. 14. senh4 + senh3.
IV - Miscelanea
1. 2. 10. 2R3, 12. 0.
5. 5(z35 +3 — A). 11. 2F(2) — % 13. Z.



