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o Modelo van Hlele de Desenvolvlmento 40 Pensamen1.o
Gcome1.rlco

Voce Ja teve alunos que pod1am reconhecer um quadraao
mas nao deflni-lo? Voce Ja reparou que alguns alunos nao•entendem que urn quadrado -6 urn ret.angulo? VoCe Ja teve alunos
que reclctn13.vam ao tel'" de provar algo que eles .Ja. "sablam"?

l . •De acordo com d01s educadores holandeses, D~aria van Hlele-
Geldof e seu marldo, Pierre Har~e van Hlele, comportamentos
como esses refletc~m 0 nivel d.e maturldade geometrlca de urn
aluno. Voce Ja deseJou saber como aJudar seus alunos a
alcan<;2.r wa nivel ma.lS soflsticado de pensarnento
ceom~trlco? 0 modelo van Hlele de pensamento €eometr~co pode
scr usado vara gUlar a lnstruc.2l.obem como avallar as.
hablllc1ades dos alunos. Este artlco apre.senta urna V1SaO.
camp'leta do modelo e d.iscute suas, lmpl.lcacoes na sala d.e'~·. . . :;.•.•..iJ J

aula.
o modelo van Hlele de pensamento geometr1co imergiU

do~ trabalhos de dout.oramento de Diana van Hlele-Geldof
(i98l;a} e Pierre van Hiele (1984b). completados
simultan<:amente na Unlvers~dade de Utrecht. Como Diana
ialcceu loco ap6s tel'"termlnado sua dlssertac~o, fol Pierre
quem escl;ll'eceu, apurou e avancou a teorla. Com excccuo da
Unlfio Sov16tlca, onde a curricula de geometrla f01 revlsto
na d6cada de 1960 para adaptar-se 0.0 modelo van Hlele, 0
t:l:"abi:l.lllv tlE:UiOrO\.l a ganI~ar atcncao internaclonal. Somente a
part 1r da dec <ida de 1970 que urn nort e amerlcaT:\0, IsaaJ<.
\'/11'SZUp 097(;,), comcyou a escrever e a falar sobre 0 modelo.
Apro>:lll;,idamcnte0.0 mesmo tempo, Hans Fl'eudenthal, ol"lentador..
d.os van Hl e 1e em U .•.rec}'lt,chamou a atencolo 0.0 traba Iho del cs
em seu ]J.vro glgantesco, HatlJematJ.C,s as an Educationai TaSK
(1973). D~rante a d6cada' passada cresceu 0 lnteresse norte-
ameJ'lCanO n?cs cont:c'lbulcoes dos vail Blele. lsso tern sldo
partlcularm~nte realcado pelas traduc6es de 1984 para °
Ingiis de· alGuns dos pr1ncipais tra~alhOs do casal
(Geddes,Fuys e Tischler, 1984).

o Jilodelo conslste em cinco nIvels de comprcensiio. Os
ni"V(;ls.cla.sslflcados em "vlsuali:zacao", "analise", "dec1ucao
informal", "decucitO formal" e "rl.gor" (Shaughness}' e Burger
1905, p.420) dcscrevem caracterist~cas do prDcc~so de
raClncinlo. Aux~l~ado pOI" experl~ncl.as ~nstruclonals
ap•.~o}H'ladas, 0 modelo a:firma que 0 aprendl:Z move-se
seqtienClalmente do nIvel b.a.sico ou lnlclal (vlsuallzacio),
onde 0 espaco e slmplesmente observado - as proprledades das
flguras naa sac I'econhecldas expll cl tamente, at.raves da
sequbncla listada aClma ate 0 nIvel mols alto (riCor), que
est~ relacl0nado com aspectos abstra~os formalS da deducAc.
Poucos alunos sac expostos ao ultimo nivel OU 0 alcancam.
Uma slnopse dos nivels e apresentada a segulr,
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Hesse estagl0 lnlelal os alunos estao elentes do
espaco somente como algo que ex~ste ao redor deles.
Conceltos geometrlcos saO Vlstos mals como entlaades
geometrlcas 0.0 que como entidades tendo co~ponentes e
atrlbutos. Fleuras geometrlcas, POl" exemplo. sac
]'econhecldas POl' suas formas como urn todo, 1sto fi, POl' suas
aparenclas fislcas e nao pOl' suas partes ou proprledades.
Uma pessoa trabalhando neste nivel pode aprender vocabularlo
geoffietrlcO, 1dent 1f lcar formas espec 1flcadas e, dada urna
figura, rcproduzi-la. POl" exemplo. dados os dlagramas da
flgura 1. 1, urn estudante neste nivel serla capaz de
reconhcccr que ha quadrados em (a) e retangulos em (b)
porque estes sac semelhantes na forma aos quadrados e
retangulos encontr3dos anterlormente. Alom d~sso, dado urn
geoplano ou papel, 0 aluno poderlacopla.r as flguras. Urna-.
pessoa nesse esUiglo, entretanto, .nao. reconheceria que as
flguras tem angulos retos ou que os l~dos opostos sao
paral elos.

No nivel 1 InlCla-se uma analise dos conceltos
geometrlcos. POI" exemplo, atraves da observacao e
e}:perlmentac{:l,oos estudantes comccam a cl.iscernlr as
car"ac-teristicas <1a figura. Estas prOpl'ledades emergentes sac
entao usadas para conceltuar classes de formas. Desse modo
fieuras sao reconhecldas como tendo partes e sao
l"cconhecidas pelas suas partes. Dada uma malha de
paralelogramos como os da flgura 1.2, os alunos poderiam,
"colorlndo" os angulos 19uals, "estabelecer" que os angulos
opostos de paralelogramos sac 19uals. Ap6s usar varlos
desscs exemplos, os alunos poderlam fazer generalizac6es
para a classe dos paralelogramos. Relac6es entre proprleda-

1. Dlfercntes SlstC"mas de numeracao para 0 modelo podem ser
cncontrados na I1teratura. Os pr6prlos van Hlele falavam de
nivels comecando com 0 nlvel baslCO. OU nlvel 0, termlnando
com 0 nivel ~.



Relac6es entre proprledades,' entre~anto, nao podem
alnda ser expl1cadas pelos alunos neste nivel. lnter-
relac6es entre as flguras alnda n~o s~o vistas' e deflnlc6es
alnaa nao sao entendldas.

Neste nivel, os alunos podem estabelecer as inter-
relac6es das proprledades ambos dentro da flgura (por
exemplo, em urn quadrl1atero. lados opostos sendo paralelos
necessltam que os ilngulos opostos .se:Jam.;19uals) e entro..;._:z.:.
fleuras (urn quad.r'ado e um ret.angulo por.queele tern todas a,S;•..._,0.

propricdaaes de urn retangulo). hsslm eles podem deduZl~
proprledades de uma figura e reconhecer classes de figura~;.....
A lnclusfio de classe e entendida. Deflnlc6es SaQ
Sle;nlflcatlvas. Argurr.entos lnformals podem ser seguldos e..
ciados. 0 aluno neste nivel. entre.tanto,. nao compreende ~.
s1gnl f i cado da deduc~lo como urn todo oU a. funcao dos aXlomas.
Result~dos obtldos emplrlcamente sao· freqUentemente usados
em conJuncio com t&cnlcas de deduc~o. Provas formals podem
ser deduzldas. mas os alunos nao veern ~omo a 16g1ca poderla
sel' a f't. erada nem como cons truir uma prova .part indo de
prewlssas dlferentes ou nao-familiares.

Heste nivel, a importancia da deducao como run mOdo de
estabcJecer a teorla geometrlca dentro de urn slstemq
axlOl:rk- •.tlco e entend.lda. A. lnter-relacao e funcao de termos
lndeflnldos, axiomas, postulados. deiinlc6es, teoremas &
provas c compreendldo. Uma pessoa· neste nivel pode

·construir, nilo somcnte mernorlzar provas; a posslbllldade de
4esenvolver uma prova de malS de urn modo e perce.bldaj a
lntcraca.o de condlc6es necessarlas e suficientes e
~ntendlda; distlnc6e5 ent.re uma afirmacao e sua reciproca
podem ser feitas.

Neste est.ag1o 0 aprendiz pode trabalhar em uma
varledade de 51steulas aXlomatlcos. Isto e, geomet.rlas nao-
Euclldeanas podem ser estudadas e dlfer-entes Sistemas podem
ser comparados. A geometrla i VIS~~ no abs~rato.



Este Gltlmo nivel i 0 Gltlmo desenvolvldo nos
trabalhos o~lglnalS e tern recebldo pOlica atenc~o dOs
pesqulsadores. P. M. van Hiele tem reconhecldo que esta
lnteressado nos prlmelros tres nivels Inlclals em partlcular
(Alan Hoffer, comunlcac.io pessoal, 25 de feverelro de 1985).
Dcsde que a maloria dos cursos de seometrla das escolas de
22 erau SaD ensinados no nivel 3, n~o 6 surpreendente que a
malaria dos pesquisadores tamb6m t6m se co~centrado em
nivels mals balXOS. Talvez, como 0 modelo van Hlele e
estendldo a outras areas (esta sendo apllcado·~ economla e
qulmica na Holanda), este ultimo nIvel a)cance mB1S
proenunenc I a.

Al em de fornecer detalhes so.bre 0 r~\.c,locinl0
especifico de cada nivel de pensamento geometrlcO, os van:-,;';:-.
Hlele IdcntJ.f.l.caramalgumas generalld.ades que caractc:rlzam o· ,
modelo. E~sas proprledades SaO partlcularmente Importante~' .
para professores, POl.S dao uma direcao para tomar declsoes::; ·
Instruclonals.

1. SeqlJen5=:..-L~l. Co.mo a maloria das teor1as em desenvolvimento •..,
uma pessoa dave prosseguir atraVeS dos nive~s em ordem. Para
trabalbdr com sucesso em urn nivel partIcular. urn aluno deve
tel' adqulrldo as "estrat6g1aS" dos nivels precedentc:s.

2, P;'0f'I'e~. 0 proeresso . (ou a fal ta de) de nive 1 para
nS-vel depende malS do conteudo e mtS.todos._deenSlno recebldos.
do que da idade: nenhuro metodo de ens~no permite a um
eStudante. pulaI' Urn nivelj alguns metodos aceleram, enquanto
o).1trosretardam ou ate param 0 mOVlment.o entre os nivels ....,.....
Van Hi"le not.a que e possivel enSlnar" a urn aluno capaz
habiliQ.:.ldesalem do seu nivel l'eal, aSSl.Ji1como algu6m pode
trelnar crlancas pequenas em aritm6tlca de frac~es sem dlzer
3 ...el·as0 que Slcnlflcam. OU crlancas lDalS veHl3S em
di.:fcl"'enclacaoe integraciio embora e.las nao salbam 0 que sao
Iptci:rals e quoclentes dlferenc131s •• (FreUdenthal 1973,
p,25). Exemplos Geometrlcos Incluem a memorlzacao de uma
formul~ de area ou relaCoes como ·wn quadradO e urn
retanC;lllo". Em sltuac6es como estas, 0 que realmente tern
acontecldo 6 que 0 conteudo da materia tern sldo reduzldo a
um nivel ma~s balxo, nao oco~rendo o·entendlmen~o.
3. Intr'lnseco e E'"xtrlnseco. Os objetos 1nerentes a urn nivel
tornam-se os objetos de estudo em urn proximo nive!. Par
exemplo. no nivel 0 so a forma de wna flgurae perceblda. A
flgura C, obvlarnente, determlnada POI' suas proprledades. mas
c somcnte no nivel 1 que a figura e ana11sada e seus
componentes e proprledades descobertos .
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~t. L1QSufstlCa. "Cada nivel tern seus p1"'6prlos sfmbolos
11ngulstlCos e seus pr6prlos sistemas de relaCoes conectando
est(.>s sln-.bolos" (P. van Hiele 1984a.p. 246). Asslm. wna
relacao que e I1correta" cmwn nivel pode ser ,modlflcada em
outr'o. Por exemplo, uma fl!':urapode tel'"mals de urn nome
(classe de Inclus5.o) - urn quadrado e tamb6m urn retil.ngulo (OU
urn paralelot;raInol). Urn estudante no nivel 1 nao nota que
este tlpo de confusao pode ocorrer. Esta nOCao ~ a 11nguagem
que a acompanr13 sao. entretanto. fundamentals n~ nivel 2.

6. p~sc~necc~~. Se 0 aluno esta em urn nivel e a instrucao em
outro dlierente, 0 aprendlzado e progresso deseJados podem
nao Qcorrer. Em partIcular. se 0 professor, materlal de
aula. contefido,vocabul~rlO e assim POI' dlante estlverem em
urn nIvel malS elevado do que 0 aluno. este nao consegulra
acompanhar 0 raclocinlo usado.

Como fol indlcado acima, os van Hiele aflrmam que 0; ..~-
progresso atraves dos niveis depende: malS da InstruCaQ',,··
receblda do que da idade ou maturldade do aluno. Asslm, Q
metodo e a organl zaca.o da auI a, bem como 0 conteudo e os ..-.: _.,'
materialS utllizados sao areas importantes de interesse:·;'..' 'l,
pectaC6elCo. Para oriental" nestes pontos, os van Hlele .,-~'"
pr-opuseram cinco fases de aprendlzado: lnquiricao,,' ';
orlentaCao dlrlSlda, expllcac~o, . orientacao livre a
inteCl';:tcito.Eles afl1'mam que a aula d.csenvolvJ.da de acordcl
com esta sequencIa. promove a aquislcao de urn nivel (vall
Hlele-Geldof 1984b), Nnostras de atividades do nivel 2 com Q
losaneo sao usadas como llustraca.o.

Neste est~C10 lnlclal, professor e alunos dedlcam BU.
ate,llC,5.0a conversacao e atlvidades acerca dos objetos de
estucLo deste nive!. Sao feltas observacoes, levantada.s
qucstc.es e lntrodu21do 0 vociibulo especfflco de cada uivel
(Hoffer 1983,p. 208). POl" exernplo, 0 professor pergunta aos
alunos: "0 que e um 10saneo? Um quadrado? Urn paralelogramo?
Como eles se parecem? Dlferentes? Voce acha que urn quadrado
pOdcrla ser um losanco? Um paraleloeramo pOderla ser Ulll

quadrado? POI" que voce dlZ lstO? ,.," . A finalldade destas
atlvldades e dupla: (1) 0 professor flca sabendo qual a
contlcclmento prevlo dos alunos sobre 0 topico consider-ado e
(2) os alunos flcam sabendo que dlrecao urn estudo mals
profundo ira tomar,



Os alunos exploram 0 t6PICO dt~ cstudo atraves de
materIalS que 0 professor seleclonou cUldadosamente. Estas
atlvldades dcvem rcvelar gradualmente aos alunos as
estruturas c;:ll~acter.istlcas deste nIvel. Asslm, mUlto do
material ser5 tarefas curtas dcslgnadas a elucldar respostas
especiflcas. POl" excrnplo, 0 professor poder14 pedlr aos
alunos que usassem un) ceoplano para construir outro Jna10r au
para construlr outro menor. Outra atlvldade serla construlr
urn losango com quat1~o angulos retos. d01S angulos retos. urn
angulo reto. . . J

Desenvolvendo suas experl~ncias anteriores, oS alunos
eJ{pressam- e trocam suas oplnloes emergentcs sObre as
estruturas observadas. A excecfro de aJudar os alunos a usar
Ulna linGuaG0Tn correta e aproprlada, a fun.cao do pr01essor e
mirllma. }-:: durante esta fase que 0 s.lstema de relacoes do
nj:vcl come.C<ia se tornar~ aparente. Continuando com 0 exemplo
do losango, os alunos dlscut~rlarn entre s1 e com 0 professor
que figuras c propr1edades apareceram nas atlvldades aClma.

o aluno encontr-a tarefas mais complexas - tarefas com
mai~: passos, que podcm ser conclu:idas de dlversos moaos, e
tarcjas em aberto (sem urn f1m def.lll.ldo). "Eles eanh.am
experli,ncla em ach<ll~ seus proprlos cam1nhos ou resolvel'" dS-
tarcJas. Or'lcntando-se a 51 prOprlos no campo dCil

lnvestlcac~o, mu~tas relacoes entr~ os obJetos de estudol
torn3In-Se expl.icltas aos alunos" "(HOffer 1983,p. 208). POl'
exemplo, os alunos completarlam urna atlvl.dade como a
s(!culnte. "Dobrc uma folha de papel na metade, entao na
metade novamcnte. como mostrado na figura 1. 3a. Tanto
lmaClnar que tlpo de f.lgura voce teria se cortasse 0 cant()
f-.E~l-to pclas dobras (fie. 1. 3b). Justlfique sua resposta
antes de cortaro Que tlPO(S) de flguras voce tern se cortar
o canto Dum ~nGulo de 30°1 E num de 4501 Descreva os Anculos
nos pontos de lnterseccAo das diaGonals. 0 ponto de
lnterscco;:iio esta a que ponto nas diaconals? POl" que a area
de uro losan€o e descrlta POl" urn-melo do produto das duas
<11agonais1

------0



Os aluno:> reveem e resumcm 0 que eles aprenelel"am com
o Objctlvo de fol"mar uma Vls~o total do novo SIstema ele
obJeto~ c rela<;;:oc$. 0 professor pode aJudar ncssa sintese
"fol~necel~do uma vlsilO ceraI" (Van Hlele 1984<:1.,p. 21.17) do que
os alunos aprendcram. t: lmportantc, entretanto,,' que esses
resumo:;; n.:io aprcsentem nada de novo. As propl"lcdades dos

I}osancos que emer81r~n serlam reunldas e suas orlgens
rev 1st as. i

Ao final da qUInta fase, os alunos atlncem urn novo
nivel de pensamento. 0 novo dominio de raelocinlo sUbstltui
o ant1co, e os alunos est~o prontos para repetir as fases do
aprendlzado no pr6xlmo nivel.

Impliclto no artlgo dos van Hlele esta a noetio de que:~
as eriz1.ncas deVerlaIn' tel" conheclmento de uma sranae
val"it.·(ia(le de experlenclas geometrlcas. Professorcs das
s6rles clementares podcln fornecer exper16ncias exploratbrlas
de nived bas1co atraves de recortes, ecOplanos, dobraduras.
varetas. barbantes, trabalhos com malhas, mos31coS, tanerans
e quel)ra-·cabf~cas Geometl~JCOS. Expcrlenclas para os nivel.s
coH:~f,l"d e elna.$13.1, crosselramente nos nivelS 1 e 2, podem
1nc:1\11·1.' traballlos de cocrespondcnc1a, colec6cs de flL:uras, e
os' Joe 0 oS "c a l~t 0 e ~; de p r' 0 p l' 1 e dad e sit, Ita r v 0 res Cen e a 1c'l.:: 1 C .:1 S •• e
"qual 0 meu nOI!le". As p;ig1J1aS Se€Ulntes fornecem cxemplos
desses e de outl'oS "llPOS de atlYldades aproprladas aos

. quatrc, F'rlmell~O$ niVC1S dos van Hiele. HUltas dessas ldelas
fo.ram pc Cas do s de s cr 1 tore s do comport ament 0 clos est udant c s,
desenvolvidas pClos pesqcllsadores no BrooKlin College
(Geddes et a1. 1935). AtlYidades adieionals podem scr
encontradas nos artieos de Burger (985), Burger e
SnauChn(;ss}' (1986), Hoffer (1981), Prevost (196S), e
Sh.aUch.liCsS}' e Burger (1985).

Hivel D<i.sico lVisualizac5.o): Ji'ormas ceoIDct:ricas sao reconne-
cldas com base na sua aparencla
como um. to(1o.



II em urn dcscnho sJ.mples
II em um conJunto de recortes, bloeos

aU (Jutros materials manlpul,i;i,vC1S
• em uma varledade de orlentac6es _ ..•.-.•.....-------------

'6" V'----,·..~ :.'I . f ." ,I,' \ .", f". 4!,-_.. '. '\ ,D·
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II envolvendo obJctos ~Isicos da classe,
de casa, fotograflas e outr'os lugares

L :."'"
~ copiando figuras em papel pontllhado,- papel quadriculado.

ou papel transparente, usando ceoplanos e geoplanos
circulares ou tracando flguras para recortar

w dcserulando flguras
II con~trulndo flcuras com varetas, canudos, encaixancto

flcu:r'as,blocos padrao, e aSSlm POl" diante

D.:0:

4. deserever fleUr-aS gcometrlcas e construcoes verbalmente,
usando a lincuagcm padriio e nao-padrao aproprladas

II um cubo "parece urn bloco ou uma caixatt

~ "cantos" para angulos

5. trabalhar com problemas que podem ser resolvldos
manuseando fl~uras, medlndo e contando

II Ache a area do topo de wna caixa colocando quaaradlnhos
e contando

II Use duas flcuras triangulares para fazer "urn retangUlo;
outro lr~~nculo (tangrans)



Jiivcl 1 (~;illSe): A forma cede Jugal' as pl"oprledade.s <1a
:f 1gura que emcrg em.

1. medlr. colorlr. dobrar. recortar. modelar e encalxar
ficuras a flln de Idcntlflcar proprledades das fleUr-as e
outras relac6es geOm6trlcas t

II( dobre uma pipa (papagalo) em uma diagonal e extimlne a
. ~forma"

deSCI'C'ver lima c 1asse
(esbocos, verbalmente.

de figuras POI" suas proprledadgs
"cart6cs de' prop~ledades") .

• II Sem usa}' um dcsenho, como
voc~ descreverla a. <flgura>
para alguem que nunca Viti
um (a)? I'

3. camparar· for'mas de acordo com suas propr'ledades caracte •.
ristlcas

• Nelt e como urn quadrado e urn losango sao parec 1dos, sao
dlferentes com relac~o a Angulos. em relac~o aos
lados

• ordene recortes de quadrl1~teros POl"
- nllrncro de lados paralelos
- n(HncrO de angulos rctos

5. ldentlficar e desenhar uma figura dada uma descrlcao oral
ou escrlta de suas proprledades

It Proicssorcs ou alunos decrevezn uma flgura verbalrncnte e
pereuntillo POl" (todas as posslve~s) f-lguras com aquelas
proprledades



" "Qual 0 meu nome?" - revele plstas (proprlel1ades) uma a
uma. dando uma pausa entre elas, ate que os aluno8
possam l<1entlflcar a flgura corretamente. Isto pode ser
fel to sobx'c Wfl local elevado. tolha de pa.pel. cartoes l1e
proprledadcs

6. ldentlilcar uma forma atraves de Plstas V~S~lS

• rcvele uma fleura gradualmente. pedindo para os alunos
.ldentlflcarem, a cada est~Blo, os possivels nomes da
fig-ura

.

--- tS':~_~-_;_]__

7. de.duZll"emplrlcamente (estudando mU1tos exemplos)
"reeras" e generallzac6es

~ Ladrilhando e medlndo mUltos retangulos, os alunos veem
que lib x hIt e urn.atalho para a adicao do ntlmero de qua-
dradinhos

8. identificar propricdades que podem ser usadas para carac-
t"erlzar OU contras tar' classes de .f iguras d1 fercntes

* Explore a relac&o entre diagonalS e flguras.
Juntando dois cart6es de propriedades.
Urn quadrado e gerado pelos pontos extremos
dos cart6es quando (as dlagonala s~o
concruentes, cruzam-se dlvidindo-se em me-
tades 19uals e se encontram em angulos retos).
Mudando os angulos e as dlagonals temos .••
(Uffi retang\ll 0).
Dlagonals nao congruentes ge1"am •••

9. descobrl1" proprledades de classes nao iamlllares de
flguras

M a partir de exemplos e nao exemplos de trapezios,
determln~ as proprledades dOB trapez1os.



11. resolver problema::; geometrlcos que requclram conhecimen-
to das proprlertactes das fleuras. relac6es seometrlcas OU
metodos de resoluc~o "crlatlvos"

It Scm mediI', ache a soma dos angulos de
run heptaEono. (Alcuns estudantes ver50
trliulgulos, lsto e, relaclonarii.o lsto a
flguras corlhecldas).

j

Um sistema de relaci>es comeca
a se formar.

1. estudar as relae6es desenvolvldas no nivel 1. procurando
.ine1us6es e impl icae6es

II rfr'abalhando em um geopl ano, mude \lID quadrl Hi.tero para urn
trapeZlo, trapeZlo para paralelogran1o, paralelogramo
para retaneulo ...
o que fo~ preclso em cada transformaeao?

2. identiflcar urn conJunto mInimo de proprledades que des-
crevam a f~€ura

• os alunos poderlam eompetlr, flscallzando-se entre s1.
Pcrgunt.e-lhes como eles descrcver~am uma flgura a al~u¢m.
Podcrlam usar menos lnformac6es? Informac6es d~ferentes?

w •••••••• '~ '_.":"' __ '":':' ••• ; , •••• __ ••••••••• -,. ---""---.-_ .. _ ••.•••
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5. apresentar argumcntos Informals (usando dlagramas. flBu-
ras rccortadas. ir~ilCos)

• ·Cartas"ancestrals":use cartas com proprledaaes ou
desenl10s e flechas para mostrar as "orlgens" OU a
"5rvore genea16g1ca" de uma ld~la - por exemplo:
"0 Angulo externo de Urn trl~n£ulo 6 a soma dos
AnBUlos internos opostos a ele."

1~llzl
\ . /

II5?2I
6. segulr arcwnentos dedutlvos. fornecendo alguns "passos

ocultos"

• Ceo centro do c1rculo.
Expl1que, PQrque:

a) Ae :;BC
b) 4- CAB '; 4- CBA
c) AACE -: lIBCE
d) hE ;:813

Nota: outras razoes, a16m da resposta de nIvel 0 "Porque
pa:r'{~ce... ," devem ser aadas para que 0 trabalho
s~ja fe1to no nivel 2.

7. tentar fornecer mais de urn metodo de resolucao ou expll-
cacao

a Defina urn paralelogramo de d01S modos
lados opostos paralelos" ou "4 lados,
gruentes") .

(lStO e, "4 lados,
lados opostos con~

6. trabalhar e dlscutlr sltuacoes que sallentam a reclprocl-
dade de uma aflrmacao

• Escrcva a reciproca desta aflrmacap: se uma transversal
Intcrccpta duas retas paralelas, entao os Angulos lnte-
rlores do mesmo lado da transversal s~o suplementares.
Qual dlagrwna reflete corretamente a reciproca?

'. '- .." . " .
•• f ~ oil'~ ~ ;:.;

•• J I'~.'.'.,t, t,' ••.•
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• Dlga qual areclpreca aa segulnte
sua valldade: "$c esta chovendo,

aflrmatlva.e dlscuta
eu esteu' us~ndo Dotas.·

9. resolver prof)lCmas onde as proprlcdades das; flguras e su-
as Intcr-relac6es SaD Importantes .

t

- Para eonstrulr a rnedlatrlz de urn segmento .rde reta, construa d01S areos de mesmo ra10'
(como mostrado). EXPllque POl" que a reta A
que passa pclos pontos de Interseccao dOs
areas e a medlatrlz perpendicular ao
sccmento (1sto e, use as propr1.ed",des de
urn Iosango).

L .l.dentiflcar 0 que e dado e 0 que deve ser provado em um
probl ema

I< Identlfique, no segulnte problema, 0 que e dado e c.·que
deve ser provado. }thO complete a prova. "A reta perpcn-

'dicular a base de urn trIanculo Isosceles e que 0 dlvlc1e
em auas partes 19uais, passa pelo virtlce do trIlngUlo. U

2. Identlflcar a infor-macao contida numa fig-ura ou em Infor-
rnacao daaa

l( A. f 1 gUl'a ABeD e urn para} e 1ogramo.
que voce sabe sobre esta flgura.
urn pr'obl ema da forma •• Se ••.
base.acio nesta flgura.

Dlca .0

Escreva
entao ...•• t21o c

3. dernonstrar e entender 0 slgnlficado de; termo lndeflnl<1o,
postulado. teorema. deflnlciio. etc .

• Qual das segulntes afirmativas e um postulado, urn teore-
ma, uma deflnlcilo? POI' que?
a) Pantos que estio na mesma reta sao ditos co-

llneares. (D)
b) Dals pontos determlnam urna reta. (P)
c) Todo secmento tern exatamente urn ponto media. (T)
<1) 0 ponto medlO de urn segrnento dlvlde-o em

duas partes 19uals. .(D)
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4. dcrnonstrar e entander condlc6es necessarlas e suflc1entes

• Escrcva uma de f 1raCao de urn quadrado que comeca com:
a) Urn quadraclo e urn quad.rlLitero ...
b) Urn quad.ra<1o e urn paralelogramo
c) Urn quadrado e urn retangulo ..•
(1) Urn quadrado e urn losant;o •.. t

5. provar rlgorosamente as relacoes desenvolvldasj lnformal-
mente no nIvel 2.

7. comparar provas diferentes de urn teorema - por exemplo, 0
Teorema de Plt~goras.

8. usaI' uma varledade de tecnlcas de prova POl" exemple:
slntetlca, transformac6es, coerdenadas. vetores. etc ..

M Se wna prova envolve paralellsmo, tente "cortes",
"transverSaiS" eu rotacoes de 1800.

f{ As seguintes s1 t uacoes envo 1vem rac 1.0C1n.1.0 dedut i VOl

Id~ntiilquc que tipo de racloc!nlO esta envolvldo e POl"
que.
a) '1'oo.a cabra tern barba. Sandy e uma cabra, Logo, Sandy

tem UlJia barba.
b) .I.po? tnedlX' os anculos de urn certo numero de quadrlla-

teros, Shelly anunCla: "A soma dos angulos de urn qua-
drl1itero e 3600. u

- - Para serem efetivas, ativldades como as anteriores
prccisam ser colocadas em urn contexto. A secao ffFases do
Aprendlzado" apresenta d.lretrlzes da sequencIa e cr.1acao de
ati vidades seometrlcas o.entro de urn nive 1. A secao
"Proprledades do Modelo" fornece tambem conselhos aos
professores. Em particular, elesprop6e que as atlvidades
geometI'1cas nao devem reduzlr 0 niv~l do conte~do
ceometrlCo. e que a Ilnguagem e importante no
desenvolvlmento e avaliaCao da compreensao geornetrlca. Bstas
lQ6ias sac m31S discutldas a segulr.

HUito frequentemente a geometrla 0 enslnada de urn
modo mcc.anlco. Consldere 0 fate de que a soma dos angu}os de
um trlansulo e 1800. Geralmente ~ste fato e estabeleCldo POI'
generallzacio ap6s mediI" os aDculos de afguns trlAngulos, ou
pioI', a lnformacao e simplesmente dada aos alunos. Este
ultimo proceo..lmento e urn exemplo de reducao '3 infor-macao
apenas. Atlvidades do nlvel 1, como plntar an~ulOs de urn
conJunto de trlangulos adjacentes (fl£. 1. 4-). e a .)Ct..us""
desta atlvldade para a ldcnt.l.ilcacao de retas paralelas no



COfuunto. <l~ aos alunos urn poa.eroso metodo, lndutlvo e
GcQutlvo, para entenaer 0 concelto. A ldela de POI" que a
soma 6 1600 6 obtlda do trabalho com 0 conJunto de
trlfinSulosadJ3centcs c. concomltantemente, est~ ~rabalho
serve como base para a prova formal no nivel 3. Vma vantagcm
adlclonal dcste dcscnvolvl.mento particular e que a mesma
estrutU1'3 pacte ser usada novamente para demonstrar que a
medlda dos fingulos extcrnos de wn trlAngulo i 19~al i soma
das medldas dos dOlS ~nGulos internos. i

Fig. I..

A lingl1agcm. bem como uma escolha cUldadosa de
materlal. t€'m \Un .lmpor'tant.epapel no desenvolvlmento do
pensamento geometrico. i: essenclal que as cr.lancas talem
sobre suas assocJ, acoes l.lnguistlcas par'apalavras e simbo Ios
e que elas usem esse vocabuUir.lo. Tal verballzacao requer
que os alunos artlculcm conSClentemente 0 que poderla ser
apenas Idelas vasas e nao desenvolvldas. Pode tam.bem serVlr
para revelar Id~las Imaturas ou mal concebldas.
Inlc~almente. as crlancas devem ser encoraJadas a expressar
seu coruleC.lmento geom6trlco com seus pr6prlOs termos
"canto••..para c\ngulos, "torto" para os lados de UIll
paralelogramo, "retas" para retas paralelas. Gradualmente,
entretanto, deve-se lntroduZlr a crlanca a termlnologla
padrao, encoraJando-a a usa-la preclsamente. S6 porque as
cr.lancasestao usando uma palavra, nao significa que elas
atribu~) 0 mesmo signiflcado que os que a ouvem. POI"
examplo, algumas·crlancas dizem que L i urn angul() reto
mas que J e urn a.ngulo esquerdo2. Algumas dlzem que esta
flgura '"(0) e wn quadrado. mas quando rotacionada a 45°

(0 )
ram uma orlentac~o como uma caracteristlca determlnante
(talve~ tenha-se mostrado a elas Tiguras somente na pOSlcao
usual). Elas est.ao Interprctando os termos angulo reto e
quaw'ado como tendo urn SIgnificado restrlto. Criancas que
operarn com noc6es como estas estao limltando seu
desenvolvlrnento. Atraves do dl~logo. os professores podem
<1eSCObI"lrconcepcoes err6neas e no{:oes lucomplctas nem como
es~abelecer idelas corretas. '

A 11n~uagem empregada pelo professor tambeffi e
lmportante. Por exemplo, trabalhando-se no nIvel 1, termos
como to(\os.alguns, sempre, nunca, algumas vezes, devem ser
moldados e encoraJados. Frases do nIvel 2 .lncluem "sesue
que...• e "sc.•.• entao ...". No nIvel 3 deve-se usaI' e
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ref or-car 0
rec.lproca,

.sH:nlflcado de aXloma. postulado, teorema,
neccss~rla e suflclente. e asslm por dlante.

o questlonamento por parte do professor e urn iator
cruclal no dlreClonamento do racloclnlo dO aluno. HAo e
suficlcntc, POl' cxemplo, perguntar a alunos no nivel 2.qual
a soma (lOs angulos de wo pent.igono. Eles <1evem ser
desafiados a expllcar por que e a pensar sobre suas
expl1cacoes poderia ser mostrado de outro modo?
"Levantando as quest6cs aproprladas, dando tempo SUflClent~
para responde-las e dlscutlndo a qualidade das respostas sao
ffietodosq~e levam em conta 0 nivel de pensamen~o" ~Geddes et
al, 1985, p. 242).

Para ocorrer 0 desenvolvimento, c essenclal unlr a
aula ao nivel de aluno. Asslm, os professores devem aprender
a ldentifJ.car os nlvels de pensamento geomctrlco dos alunos.
Como a natureza de uma explicacao geomctrica de urn aluno
reflete seu ni.vel de pensamento, 0 questlonamento e urn
1mportante me~o de avallacao. Como exemplo, consldere as
respostas as questoes "Que tipo de ~1gura e esta? Como VOCe
sabe?". Alunos de too.os os nIvels sao capazes de responder
"retangulo" a pr~melra questao (se urn aluno nao sabe como
cnMfiara figura, ele OU ela nao esta no nIvel 0 para
retangulos). Exemplos de respostas para cada nIvel
especIfico sac dadas abalxo. Em segulda esta uma breve
explicaCao do por que a afirmacao re£lete 0 nivel designado.

o

0: "Parece com urn !n ou "Parece com uma porta".
resposta e baseada em urnmodele vIsual).
"Quatro lao.os. fechado, o.01s lados comprJ.dos, o.ois
lados rnalS curtos, lados opostos paralelos, quatro
angulos retos n (Proprledao.es sac listadas,
redundanc13s nao Sao observadas).

2: hE:: urnparalelogramo com angulos retos". (0 aluno
tenta dar wn minimo de proprledades. Se
perguntado, ele 1no.1carla que sabe que neste
exemplo serla redundante dlzer que os lados
opostos Sao congruentes).

3: "Isto pode ser provado se eu souber que esta
flgura e urnparalelogramo e que urn angulo e reto".
(0 aluno procura provar 0 fato dedutlvamente).

Exemplos adicionals de comportamentos de alunos em
cada nive! podem ser encontrados em An investication of the
van H.1ele model of thi.n.H.ingIn Geomet.ry among adolecents
(Geddes et al. 1985. pp. 62-78) e em Cbaracterlz.inc tl:le van
Rlele levels of development In Geometry (Burger e Snaugnessy
1986, pp. 41-45). ' ,

o modelo de pensamento geometrlco e as fases do
aprendlzado desenvolvldas pelos van Hlele propoe urnmel0 de
ldentific.ar 0 nlvel de maturidade geometrlca de urn aluno e
sugcrc metodos para ajudar os alunos a progredlrem atrav6s
dos nIve~s. A aUla, malS que a maturldade. e apontada como 0
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,ator m31s Importante para este desenvolvlmento. Pesqulsas
tern rcforcadQ a prcc!sao do modelo na avaliacao ao aluno em
geomctr13 (Burser 1965; Burger e Shau€nessy 1986; Geddes ct
31. 1902; Gedde s. Fuy s e '1'1schler 1985; Mayberry 1981 ;
Shaugncssy e Burger 1965). A necessldade agora 6 que
professores e pesqUlsadores reflnem as fases de
aprcndlz3gcm, desenvolvam 0 material dso van Hiele e
Implcmentem esses materials e filosofias em sala de aula. 0
pcnsamento geometrlco pode ser acessivel a qualque~r urn.

\

t

Burr-er. William F. "Geometry." Arilhm~ric 1i:achrr 32 (February (985): 52-56.
Burger. William E. and J. Michael Shau~llOessy. "alaraeterizin~ Ihe van Hiele ~b oC

Development in Geomelry.'· )Oluflal for R~Jcarch IfI M()/hcma(/cs Educa/lol1 17 (Jamal)'
1986): 31-41\.

Freudenlpal. Hans. Math~ma/icJ IJ.l an Educational TlJ.lk. Dordrecht. Netherlands: D. Reidel.
1973.

C~ddes. Dorothy. David Fuys. C. James Lovett. and Rosamond Ti~hler .•• An rnvc~ti~ation
of tbe tflIn Hide Model of ThmkHlg in Geometry among Adolescenls." Paper presented at
the annual meellng of the Am<:llCan Educational Re~earch Assoclauon. New York, Marcb
1982.

Geddes, Dorothy. DaVid Fu)'s. and Rosamond Tischler. "An Investi\talion of Ihe van Hide
Modd of nli~king In Geomelry among Adolescents." Final repon. Research in SCIl:nce
Education (RISE) Pro/:ram of the Nalional Science Foundalion. Granl No. SED 7920640.
Waslunglon, D.C.; NSF. 1985.

Huffer. Alan. "Geomelry Is More Than Proof," Mathrmatia li:Qchu 74 (Januan' '981): 11-, ~. .
---. "Van Hide-based Rc:search:' In Acquisi/ion of Math(!marical Conctpu and P'OCtsJt'S.

ediled lly R. lesh and M. Landau. New York: Audcnuc Press. 1'183.
M.lyb<=rry, JoanrlC: W "An Investlf.ltion in the Van HICIe Lcveh of Geometnc Thoug.ht in

Undcrl~radual-: t'lncrnce li:ad.ers" (Doctoral dl~\crtation. Univcrsuy of Gcote"!. 1979).
DissUlaUOtl Abslfact.r !nh'rnalHlfIal42 (1981): 200KA. (Unlversily Microfilms No. SO·23078)

Prevost. h:mand J. "Geometry in Ihe Junior High School." Mathema/ics Teachu 78 (Septem-
ber 19i15): 411-18.

Shaug.hnessy. J. Michael. and W,lliMI1E Burger. "Spadework Prior to Deduction in Geometry."
/ofathrmaflo Tcachu 78 (Septemb<=r 1905): 419-28.

Usiskin. blman. "Van Hielc Lever, and Achievement in Sc:eondal"'l School Geomelrv:' Final
report. Cogniti'tle Development aud Aehle'tlement In Secondary School Geomelry ·Project.
Chicago: Universlfy of Chicago, 19i12.

van Hiele, PIerre M.•. A Child's lllO\I~hl and Gt'omelry." In En~lish TrQmlalion of Sdu/td
, Wrin'ngt of Dilla \'On Hid,·Gddof and I'u~rrt M. \'011 Hie!,. edited by Dorothy Gcdde1'>.

David Fu)'s. and Rosamond T',chler as pan of the te!>Careh proJecl "An Invcsllgallon of
lhe van Hide MllJeI of Thlnl.in~ m Geometrv amnn!! Adolc",ents." Rcsearch in SCience
Education (RISE) "wl',ram at It;C' Nalional Se;cncc F,;undation. Grant No. SED 7920Q.l.1I.
W,nhinSlon. V.C.: NSf. 19;)4a. (011[:1031 work pubhshed In 1959.)

---. "English Summary by Plcrre Marie van HIde of {he Problem of Insif.hl in Conncclion
.•••.ilb School Children's In~lghllnlO the SuhJeet Maller of Geometry" In Engluh l;Qn.llollfl1l

of St1~cted "-i'ilings of [)ma \'1111 Jilt!t·Gcldaf and I'/Nrr M. n:m Hit'!~. edued by Dorolhy
~dde$. David Fu}·s. and ROSaH\lmd Tisehlcr as part of Ihe researth proleCI "An fn\'c5t!-
falioo of Ihc van Hldc Modd of Thinking in Geometry amOll)! Adole\Cenls," Re~arch In
Seleoce Education (RISE) Prorr ••m of the National Science Foundatlon. Gram No. SED
79lO64O. WaShlO&ll~n.D.C,: NS"~ 19114b.(Oli[:iilal work p.lblimed an lCJ57.)

-. --f

no Hirk·Gt!d ••r. Dinll. "Oiso.r:rwion of Dina van Hitlc·Gddof [nlillcd: lot: OidactiC' of
G<-ometryln {he 1.<",'C\t <..'1.,\\of ~;cco"dary School:' In En/:li..h Trun.dallon of S"lultd
Wlitltlj(J of Dlaa nm Uldr·( ;r1dof und /'url<' M. \'OtJ 111,,1••• C'dltcd by D%lhy Gcllde"
DaVid fl;'f\, .hlld R(l~:lmoml TI'>Chkr a~ part of Ihe re~c:lJch ptoJec{ "An tn\'C'\hl'-iillOn0(
the van .hcll~ Model of llltn"UI~ In Geometry alllllnr A""le\een{~:' RC\careh In 5<'ie~
Education (Kl<'i.) f'lI,!:ri.m 01 the Nahnnal $(Icncc Foundation. Grant No. SED 7920640.
W""hmplon. D.C.: :"SE l':1iWa (Oril'-inal work puhh!thcd Ifl 1"'~7.) ;

---. "usl Article Wnllcll t>y Dina van l·hcle·Geldof en!ltlcd: DidaC'li~ of Gt'ometry "'
Leunin~ rIO<'('\\ for Adull;." In t:njtlull 7rallllu(wlI of Srlrcud WtUlUt.:J of Dln.Q mn Hi ••l~.
Grldof tmd I',uu /If. nil'! !lidr. dlled hy Dorolhy GelldC1'>.Dand ruys. and Rosamond
Tl\.:hkr a, r:Ht ollhe re;e:Hch pWJecl "An In\·('\llf.,llon of Ihe V.HIHide t>'\iidelof Thinking
in Geometry "moni!: Adolescent;:' Iksearch m SOt'lIce Education (RISE) Pr0f.ram of lhe'
Nahonal SClcnce t'OUlldat~on. GIanI No. SED 7'120640. Wa,hlfll'lon, D.c': NSE I1Jt\4b.


