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Resumo

O Problema de Steiner em Grafos onsiste em enontrar, em um grafo om ustos nas

arestas, uma �arvore de usto m��nimo ontendo um dado onjunto de v�erties.

Esse problema tem um papel entral na �area de algoritmos de aproxima�~ao e diversas

de suas variantes têm aplia�~oes, por exemplo, em projeto de redes de omunia�~ao.

Neste trabalho apresentamos um estudo de v�arios algoritmos de aproxima�~ao para

este problema. Os algoritmos esolhidos baseiam-se na utiliza�~ao de �arvores k-restritas

e formam uma s�erie, ada um deles tendo explorado melhor uma id�eia introduzida pelo

anterior. Todos eles foram projetados durante a �ultima d�eada, sendo o mais reente, o

melhor algoritmo de aproxima�~ao para o problema at�e o momento em termos de raz~ao de

aproxima�~ao.

Abstrat

The Steiner Tree Problem onsists in �nding a minimum ost tree that spans a given

subset of verties. This problem plays a entral role in approximation algorithms. Many

of its variants have appliations on network design.

In this work we present a study of several approximation algorithms for the Steiner

Tree Problem. The seleted algorithms are based on the use of k-restrited trees and form

a series, eah one exploring further an idea introdued by the previous one. All of them

were developed during the last deade and the last of them has the best performane ratio

known for the problem so far.
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Introdu�~ao

Problemas de otimiza�~ao s~ao de interesse nas mais diversas �areas do onheimento.

Chamamos de Otimiza�~ao Combinat�oria a �area da Ciênia da Computa�~ao que estuda

esses tipos de problemas. Um problema de otimiza�~ao ombinat�oria pode ser de�nido

basiamente da seguinte forma: dada uma fun�~ao de�nida sobre um onjunto �nito A,

enontre, se existir, um elemento de A que minimize (maximize) a fun�~ao dada.

Embora a de�ni�~ao seja simples, para muitos desses problemas n~ao �e f�ail enontrar

um elemento de A que responda a pergunta do problema. Em geral, a di�uldade est�a

no fato que A, mesmo sendo �nito, pode ter um n�umero muito grande de elementos.

Isso torna invi�avel, do ponto de vista omputaional, gerar e veri�ar todos os elementos

de A para enontrar um melhor. V�arios desses problemas fazem parte do onjunto dos

problemas NP-dif��eis. Isso signi�a que, para v�arios desses problemas, n~ao onheemos

e nem mesmo esperamos enontrar algoritmos e�ientes para resolvê-los. Contudo n~ao

podemos simplesmente deixar de estudar tais problemas, porque eles possuem importantes

aplia�~oes pr�atias.

Cormen, Leiserson e Rivest [10℄ sugerem duas abordagens para problemasNP-dif��eis:

� Algoritmos que produzam solu�~oes �otimas mas que no pior aso onsumam tempo

exponenial no tamanho da entrada. (Estes algoritmos podem ser adequados apenas

para instânias pequenas ou partiulares.)

� Algoritmos e�ientes (isto �e, que onsomem tempo polinomial no tamanho da entra-

da) que produzam solu�~oes aproximadas om uma garantia de qualidade, ou seja,

um limite para o erro entre o usto da solu�~ao produzida pelo algoritmo e o usto

de uma solu�~ao �otima do problema. Estes algoritmos s~ao denominados algoritmos

de aproxima�~ao e hamamos raz~ao de aproxima�~ao a sua garantia de qualidade. (A

de�ni�~ao preisa desses oneitos ser�a dada no ap��tulo 1.)

O Problema de Steiner em Grafos �e um dos exemplos de problema de otimiza�~ao

NP-dif��il [18℄. Informalmente, ele pode ser assim de�nido: dado um grafo G om ustos

n~ao-negativos nas arestas, determinar um subgrafo onexo de G de usto m��nimo que

ontenha um dado onjunto de v�erties. Esse problema aparee no ontexto de projetos

de iruitos VLSI [29℄, �arvores �logen�etias [28℄, problemas de onex~ao [23℄, et.

O surgimento do Problema de Steiner data do s�eulo XVII. Segundo Maulan [35℄, a

primeira formula�~ao do problema foi feita pelo matem�atio franês Pierre de Fermat. O

2



problema era o seguinte: dadas três idades, deseja-se onstruir uma rede de estradas de

omprimento total m��nimo de forma que se possa ir de qualquer uma das três idades a

qualquer outra atrav�es dessas estradas.

Utilizando geometria, podemos reesrever formalmente o problema aima: dados três

pontos no plano eulidiano, determinar um onjunto de segmentos de reta que interligue

estes pontos de tal forma que a soma dos omprimentos dos segmentos de reta seja m��nima.

Ainda de aordo om Maulan, no s�eulo XIX, o geômetra alem~ao Jaob Steiner reuniu

diversas solu�~oes em um trabalho. Por ausa deste trabalho, o problema, primeiramente

proposto por Fermat, passou a ser onheido omo o Problema de Steiner.

Courant e Robbins [11℄ apresentaram uma maneira de determinar a solu�~ao deste

problema atrav�es de uma onstru�~ao utilizando r�egua e ompasso. Sejam A, B e C os

três pontos, sendo que A �e tal que o ângulo formado pelos segmentos AB e AC �e m�aximo.

Temos dois asos para analisar. Se esse ângulo �e maior ou igual a 120

o

, ent~ao a solu�~ao �e

dada pelos segmentos AB e AC. Caso ontr�ario, seja P o ponto do plano eulidiano tal

que os segmentos AP , BP e CP formam, dois a dois, um ângulo de 120

o

. Esses segmentos

formam a solu�~ao do problema. Vejam as �guras abaixo.

A

CB

Figura 1:

^

A � 120

o

O120

A

P

CB

Figura 2:

^

A < 120

o

O Problema de Steiner em Grafos (psg) �e uma variante do Problema de Steiner.

Neste trabalho, apresentaremos uma resenha dos algoritmos de aproxima�~ao para o psg

baseados em �arvores k-restritas (de�nidas no ap��tulo 1). O uso de �arvores k-restritas

mostrou-se e�az para o psg | os algoritmos de aproxima�~ao om as melhores raz~oes de

aproxima�~ao onheidas para o psg utilizam essas �arvores.
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Este trabalho est�a organizado da seguinte forma. No primeiro ap��tulo, de�nimos o

Problema de Steiner em Grafos, disutimos a sua omplexidade omputaional e omen-

tamos algumas t�enias de solu�~ao do problema. Al�em disso, estabeleemos a nota�~ao

que ser�a usada na apresenta�~ao dos algoritmos e apresentamos o primeiro algoritmo de

aproxima�~ao para o problema | o ingênuo algoritmo da �arvore geradora m��nima om

raz~ao de aproxima�~ao 2.

No segundo ap��tulo, apresentamos o algoritmo das �arvores 3-restritas, proposto por

Zelikovsky [48℄ em 1993. Durante v�arios anos, 2 foi a melhor raz~ao de aproxima�~ao

onstante onheida para o problema. O algoritmo das �arvores 3-restritas foi o primeiro

a onseguir uma raz~ao de aproxima�~ao onstante menor que 2. O algoritmo �e simples

por�em sua an�alise �e omplexa e o artigo original ontinha falhas que foram expliitamente

onsertadas por Gr�opl, Hougardy, Nierho� e Pr�omel [21℄.

No tereiro ap��tulo, apresentamos o algoritmo de Berman e Ramayer [6℄, que utiliza

�arvores k-restritas para uma onstante k � 3. No quarto ap��tulo, desrevemos o algoritmo

do ganho relativo, elaborado por Zelikovsky [49℄, que introduziu uma nova maneira de

esolher �arvores k-restritas. No quinto ap��tulo, temos o algoritmo do pr�e-proessamento,

proposto por Karpinski e Zelikovsky [31℄, que introduziu o oneito de perda de uma

�arvore de Steiner.

No sexto ap��tulo apresentamos o algoritmo de Robins e Zelikovsky [42℄, proposto em

2000, uja raz~ao de aproxima�~ao �e a melhor onheida para o psg at�e o presente. O

�ultimo ap��tulo ont�em algumas onsidera�~oes �nais.

Esses algoritmos evoluiram uns dos outros e mostram diferentes maneiras de se usar

�arvores k-restritas no projeto de algoritmos de aproxima�~ao para o psg.

�

E importante

ressaltar que o nosso objetivo prinipal no estudo desses algoritmos �e a demonstra�~ao de

uma raz~ao de aproxima�~ao e n~ao a determina�~ao preisa do tempo de exeu�~ao desses

algoritmos. Esperamos que esta disserta�~ao failite a ompreens~ao desses interessantes

algoritmos e sirva omo ponto de partida e de apoio para o estudo do psg e de problemas

orrelatos.
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Cap��tulo 1

De�ni�~oes espe���as e nota�~ao

Neste ap��tulo desrevemos alguns dos oneitos utilizados neste trabalho, de�nimos

formalmente o Problema de Steiner em Grafos e disutimos algumas de suas prinipais

arater��stias.

1.1 Teoria dos grafos

Os oneitos e de�ni�~oes abaixo foram retirados dos livros de Bondy e Murty [8℄ e de

Diestel [12℄.

Um grafo G = (V;E) onsiste de um onjunto �nito e n~ao-vazio V

G

e de um onjun-

to E

G

de pares n~ao-ordenados de elementos de V

G

. Os elementos de V

G

s~ao hamados de

v�erties de G e os de E

G

s~ao as arestas de G.

Se e = fu; vg 2 E

G

, ent~ao os v�erties u e v s~ao os extremos de e. Algumas vezes

denotamos e simplesmente por uv. Dois v�erties u; v em V

G

s~ao adjaentes se existir uma

aresta om extremos u e v. Duas arestas s~ao paralelas se têm os mesmos extremos. Um

la�o �e uma aresta que tem os extremos iguais.

Um grafo G �e simples se ele n~ao tem arestas paralelas e nem la�os. Se ada v�ertie

de G �e adjaente a todos os outros, ent~ao G �e ompleto.

Se A � V

G

, denotamos por Æ(A) o onjunto de todas as arestas de G que têm um

extremo em A e o outro em V

G

n A. Se u 2 A e v =2 A, dizemos que Æ(A) separa u e v.

Chamamos tal onjunto de orte de G de�nido por A. Se A = fvg, esrevemos Æ(v) em

vez de Æ(fvg). O n�umero jÆ(v)j �e o grau de v.

Se os grafos H e G s~ao tais que V

H

� V

G

e E

H

� E

G

, ent~ao dizemos que H �e um

subgrafo de G. Se H �e um subgrafo de G e E

H

�e o onjunto de todas as arestas de G

que têm ambos os extremos em V

H

, ent~ao H �e um subgrafo induzido de G. Se V

H

= V

G

,

dizemos que H �e um subgrafo gerador de G. Se A �e um onjunto de v�erties de G, o

subgrafo induzido de G que tem A por onjunto de v�erties �e denotado por G[A℄.

Seja F um onjunto de pares n~ao-ordenados de v�erties de G. Denotamos por G+ F

o grafo (V

G

; E

G

[ F ). De modo an�alogo, G � F �e o grafo (V

G

; E

G

n F ). Se F = ffg,
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esrevemos G+ f e G� f , respetivamente, para G+ ffg e G� ffg.

Um passeio �e uma seq�uênia C = (v

0

; e

1

; v

1

; e

2

; v

2

; : : : ; e

k

; v

k

) de elementos de um

grafo G onde v

0

; : : : ; v

k

s~ao v�erties e ada e

i

�e uma aresta om extremos v

i�1

e v

i

. Os

v�erties v

0

e v

k

s~ao os extremos de C. Para simpli�ar, podemos omitir as arestas e

representar um passeio por sua seq�uênia de v�erties, (v

0

; : : : ; v

k

). Algumas vezes inter-

pretamos C omo o onjunto de arestas de C. O passeio �e fehado se v

0

= v

k

e aberto

aso ontr�ario. Se as arestas de C s~ao todas distintas, ent~ao C �e hamado de trilha. Se os

v�erties de C s~ao todos distintos, ent~ao C �e hamado de aminho. Se k � 1 e os v�erties

v

1

; : : : ; v

k

s~ao todos distintos e v

0

= v

k

, ent~ao C �e um iruito.

Um grafo euleriano G �e um grafo onde o grau de todos os v�erties �e par. Uma trilha

euleriana P em G �e um passeio fehado que passa uma �unia vez em ada aresta de G.

Um iruito hamiltoniano C em um grafo G �e um passeio fehado que passa exatamente

uma vez em ada v�ertie de G.

Um grafo G �e onexo se, para ada par u; v de v�erties, existe um aminho em G om

extremos u e v. Um omponente de G �e um subgrafo onexo maximal de G. Dizemos

que dois v�erties u e v de G est~ao onetados ou que u est�a onetado a v em G se u e v

est~ao em um mesmo omponente de G. De modo an�alogo, dizemos que um onjunto de

v�erties X de G est�a onetado, ou G oneta X, se todos os v�erties de X est~ao em um

mesmo omponente de G. Uma oresta �e um grafo simples sem iruitos. Uma �arvore

�e uma oresta onexa. Algumas vezes onfundiremos uma �arvore om o seu onjunto de

arestas e um omponente de um grafo om seu onjunto de v�erties. Uma �arvore enraizada

em v �e uma �arvore onde todas as arestas da �arvore têm uma orienta�~ao no sentido do

v�ertie v. Esta orienta�~ao �e obtida atrav�es de todos os aminhos em M de um v�ertie u

ao v�ertie v, onde u 6= v. O v�ertie v �e denominado raiz da �arvore. A �gura 1.1 ilustra

algumas das de�ni�~oes aima menionadas.

Dados um grafo G e uma fun�~ao  que assoia um n�umero a ada aresta de G, de-

notamos por (F ) a soma

P

e2F

(e) para todo onjunto F de arestas de G. Quando a

fun�~ao  est�a subentendida, hamamos o n�umero (F ) de usto de F e o n�umero (e) de

usto de e. Para um subgrafo H de G, esrevemos (H) em vez de (E

H

) e hamamos

este n�umero de usto de H.

Se G �e ompleto, dizemos que  satisfaz a desigualdade triangular se

(ij) � (ik) + (kj)

para quaisquer três v�erties distintos i, j e k de G.

Uma �arvore geradora m��nima de (G; ) �e uma �arvore geradora em G de usto m��nimo.

Ou seja, M

�

�e uma �arvore geradora m��nima se para toda �arvore geradora M em G tem-se

que (M

�

) � (M). Denotamos o usto de M

�

por mst(G; ).

Seja W um onjunto de v�erties de G. A redu�~ao de  em W �e a fun�~ao que oin-

ide om  exeto nas arestas ujas duas extremidade est~ao em W , onde ela vale zero.
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a

b c d

e

f

g

h
i

j

k

l

m

n

o
1

3

4

5

6

7

8

2

Figura 1.1: Sejam G = (V;E), onde V := f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8g e E :=

fa; b; ; d; e; f; g; h; i; j; k; l;m; n; og. A aresta o �e um exemplo de la�o e as arestas a e b s~ao

paralelas. Se A := f4; 5g, ent~ao Æ(A) := ff; g; i; jg. A seq�uênia P := (1; a; 8; m; 7; k; 6)

�e um exemplo de um aminho em G de 1 a 6. O grafo G � fa; og �e simples e as arestas

pontilhadas representam as arestas de uma �arvore geradora de G.

Denotamos a redu�~ao de  em W por [W ℄. Mais espei�amente,

[W ℄(e) =

8

>

<

>

:

(e) se e =2 E

G[W ℄

;

0 se e 2 E

G[W ℄

.

A restri�~ao de  a G[W ℄ �e a fun�~ao que oinide om  exeto nas arestas que n~ao est~ao

em E

G[W ℄

, onde ela n~ao est�a de�nida. Mais espei�amente, se _ �e a restri�~ao de  a G[W ℄,

ent~ao

_(e) = (e) para toda aresta e em E

G[W ℄

.

Algumas vezes usamos  no lugar da restri�~ao de  a G[W ℄.

�

Arvores de Steiner e �arvores k-restritas

Considere um grafo ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigual-

dade triangular e um onjunto R n~ao-vazio de v�erties de G. Chamamos os v�erties de R

de terminais e os de V

G

nR de v�erties de Steiner. Uma �arvore T em G �e uma �arvore de

Steiner de (G;R) se R � V

T

. Uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R) �e uma �arvore de

Steiner de (G;R) de usto m��nimo, ou seja, T

�

�e uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R)

se (T

�

) � (T ) para toda �arvore de Steiner T de (G;R). Denotamos por smt(G; ; R) o

usto de uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R).
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Uma k-�arvore de (G;R) �e uma �arvore em G om k folhas ujos v�erties internos s~ao

de Steiner (ou seja, n~ao est~ao em R) e as folhas s~ao terminais (est~ao em R). Para uma k-

�arvore T

k

de (G;R), denotamos por V T (T

k

) o onjunto dos terminais de T

k

e por V S(T

k

)

o onjunto dos v�erties de Steiner de T

k

.

Seja T uma �arvore de Steiner de (G;R). Se T

0

�e uma sub�arvore maximal de T que �e

uma i-�arvore de (G;R) para algum i, dizemos que T

0

�e um omponente heio de T . Se,

para algum k, todo omponente heio de T �e uma i-�arvore em (G;R) om i � k, dizemos

que T �e uma �arvore k-restrita de (G;R).

Uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; R) �e uma �arvore k-restrita de (G;R) de usto

m��nimo, ou seja, T

�

�e uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; R) se (T

�

) � (T ) para

toda �arvore k-restrita T de (G;R). Denotamos por smt

k

(G; ; R) o usto de uma �arvore

k-restrita m��nima de (G; ; R). A �gura 1.2 ilustra as de�ni�~oes aima.

PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

Figura 1.2: Exemplo de �arvore de Steiner. Cada omponente heio est�a destaado pelas

linhas pontilhadas. Note que, nesse exemplo, o n�umero m�aximo de terminais de um

omponente heio �e 5. Portanto trata-se de uma �arvore 5-restrita.

Note que, se uma �arvore de Steiner m��nima T de (G; ; R) �e uma �arvore k-restrita,

ent~ao T �e uma �arvore k-restrita m��nima. Entretanto, o inverso n~ao �e verdadeiro. Por

exemplo, uma �arvore 2-restrita m��nima, que �e uma �arvore geradora m��nima no subgrafo

induzido pelos terminais, nem sempre �e uma �arvore de Steiner m��nima. Veja a �gura 1.3.

Conjunto remo�~ao e fun�~ao proje�~ao

Sejam H um grafo e _ uma fun�~ao de E

H

em Q

>0

. Considere uma �arvore geradora

m��nima M de (H; _) e um onjunto � de v�erties de H. Um separador de � em M �e

8



55
3

33

5
PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

Figura 1.3: No grafo as linhas normais s~ao arestas de uma �arvore geradora m��nima sobre

os terminais e as linhas pontilhadas s~ao as aresta de uma �arvore de Steiner m��nima.

um onjunto minimal de aresta de M uja remo�~ao desoneta todo par de v�erties de � .

Um onjunto remo�~ao D de � em M �e um separador de � em M om _(D) m�aximo.

Denotamos por ind(M; _; �) o n�umero _(D), onde D �e um onjunto remo�~ao de � em M .

Se � = fx; yg, ent~ao ind(M; _; �) �e o usto de uma aresta de usto m�aximo no aminho

emM entre os extremos de xy e �e denotado por ind(M; _; xy). Neste aso, hamamos uma

tal aresta de ��ndie de xy emM . Note que _(xy) � ind(M; _; xy) para qualquer aresta xy,

porque, se _(xy) < ind(M; _; xy), ent~ao uma aresta de usto m�aximo no aminho em M

entre x e y poderia ser substitu��da pela aresta xy resultando em uma �arvore geradora M

0

de (H; _) tal que _(M

0

) < _(M). Um absurdo j�a que M �e uma �arvore geradora m��nima

de (H; _).

O usto de um onjunto remo�~ao de � em M tamb�em pode ser de�nido a partir da

redu�~ao de _ em � . Veja a seguinte express~ao,

ind(M; _; �) = mst(H; _)�mst(H; _[� ℄): (1.1)

Isso, em partiular, mostra que a fun�~ao ��ndie na verdade n~ao depende da �arvore

geradora m��nima M . Por�em, omo em geral assoiamos o valor do ��ndie ao usto de um

onjunto remo�~ao, �e onveniente manter M omo parâmetro.

Seja D um onjunto remo�~ao � em M . A fun�~ao proje�~ao p de D em � relativa a M

�e uma fun�~ao que assoia ada aresta de D uma aresta de H, de�nida do seguinte modo.

Para ada aresta e de D, existem dois omponentes de M �D, digamos X

e

e Y

e

, ada um

ontendo um dos extremos de e. Sejam x e y os v�erties de � em X

e

e Y

e

respetivamente

(ada omponente de M � D tem exatamente um v�ertie de � , pois D �e minimal). A

fun�~ao proje�~ao assoia �a aresta e a aresta xy. Observe que a imagem da fun�~ao proje�~ao

9



�e uma �arvore geradora de H[� ℄. Veja na �gura 1.4 um onjunto remo�~ao D de � em M e

a imagem da fun�~ao proje�~ao p de D em � relativa a M .

x

y
z

e

f

f’
e’

Figura 1.4: O onjunto remo�~ao D := fe; fg e a imagem da fun�~ao proje�~ao p(D) :=

fe

0

; f

0

g sobre � := fx; y; zg em M , onde M s~ao as arestas pontilhadas mais as arestas

de D.

Vejamos algumas propriedades sobre o usto de um onjunto remo�~ao.

Lema 1.1 Sejam H um grafo, _ uma fun�~ao de E

H

em Q

>0

e M uma �arvore geradora

m��nima de (H; _). Para todo onjunto � de v�erties de H om j� j � 3, temos que

ind(M; _; �) � ind(M; _; � n fvg) + ind(M; _; uv);

para qualquer v e u em � , onde u 6= v. Al�em disso, a igualdade vale para algum u em � ,

u 6= v.

Prova. Seja D o onjunto remo�~ao de � em M . Em M � D existem j� j omponentes,

ada um deles ontendo um v�ertie de � . Seja A o omponente que ont�em v. Seja e uma

aresta de usto m��nimo em D que oneta A a um outro omponente, digamos B. Note

que D n feg �e um onjunto remo�~ao de � n fvg em M . Assim, temos a seguinte igualdade

ind(M; _; �) = ind(M; _; � n fvg) + _(e):

Veja a �gura 1.5. Note que, pela esolha de e, temos que _(e) � ind(M; _; uv) para todo u

em � nfvg (e a igualdade vale quando u �e o v�ertie de � em B). De fato, _(e) � _(f) onde f

�e a aresta em D \ Æ(A) que separa u de v, e portanto _(e) � ind(M; _; uv). Portanto

ind(M; _; �) � ind(M; _; � n fvg) + ind(M; _; uv);

10



vA

B

M − D

e

u

v

PSfrag replaements

V�erties de �

Figura 1.5: As elipses s~ao os omponentes de M�D e as linhas pontilhadas s~ao as arestas

do onjunto D.

valendo a igualdade para pelo menos um u em � n fvg. 2

O lema e o orol�ario abaixo ser~ao de grande importânia na determina�~ao de uma

raz~ao de aproxima�~ao dos algoritmos que veremos.

Lema 1.2 Sejam �

0

e �

1

onjuntos de v�erties de H om pelo menos dois terminais, _

uma fun�~ao de E

H

em Q

>0

, M uma �arvore geradora m��nima de (H; _) e D um onjunto

remo�~ao de �

0

em M e sua respetiva fun�~ao proje�~ao p relativa a M . Seja _

0

uma fun�~ao

tal que, para toda aresta e de H, tem-se que _

0

(e) = _(e) se e =2 p(D) e _

0

(p(e)) �

ind(M; _; e) se e 2 D. Se M

0

:= M �D + p(D) ent~ao

ind(M; _; �

1

) � ind(M

0

; _

0

; �

1

):

Prova. A prova �e por indu�~ao em j�

1

j. Primeiramente vamos mostrar que, se j�

1

j = 2,

ent~ao o lema vale. Sejam x e y os elementos em �

1

.

Sejam P o aminho em M de x a y e P

0

o aminho em M

0

de x a y. Se P \D = ;,

ent~ao P = P

0

e n~ao h�a nada a provar. Se P \D 6= ;, sejam e

1

; : : : ; e

k

as arestas de P \D

e f

j

:= p(e

j

) para j = 1; : : : ; k. Seja C

j

o �unio iruito em M + f

j

.

�

E f�ail ver que f

j

2 P

0

para todo j e que P

0

onsiste de trehos de P e dos C

j

,

para j = 1; : : : ; k. Seja f uma aresta de usto m�aximo em P

0

, ou seja, f �e tal que

_

0

(f) = ind(M

0

; _

0

; xy). Se f 2 P , ent~ao ind(M

0

; _

0

; xy) = _

0

(f) = _(f) � ind(M; _; xy).

Se f =2 P , ent~ao f 2 C

j

para algum j e ind(M

0

; _

0

; xy) = _

0

(f) � _(e

j

) � ind(M; _; xy).

Agora, suponha que j�

1

j > 2. Pelo lema 1.1, existem u e v em �

1

onde u 6= v tal que

ind(M; _; �

1

) = ind(M; _; �

1

n fvg) + ind(M; _; uv):

11



Pela hip�otese de indu�~ao quando apliada no lado direito da igualdade aima, temos que

ind(M; _; �

1

) � ind(M

0

; _

0

; �

1

n fvg) + ind(M

0

; _; uv)

� ind(M

0

; _

0

; �

1

);

onde a �ultima desigualdade vale pelo lema 1.1. 2

Corol�ario 1.3 Sejam �

0

e �

1

onjuntos n~ao-vazios de v�erties de H, _ uma fun�~ao de E

H

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade triangular eM uma �arvore geradora m��nima de (H; _).

Se M

0

�e uma �arvore geradora m��nima de (H; _[�

0

℄) ent~ao

ind(M; _; �

1

) � ind(M

0

; _[�

0

℄; �

1

):

Ganho

Considere novamente um grafo ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

satisfazendo

a desigualdade triangular e um onjunto R n~ao-vazio de v�erties de G. Seja T

�

�

uma

�arvore de Steiner m��nima de (G; ; �), onde � �e um subonjunto de R, _ �e a restri�~ao de 

a G[R℄ e M uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _). O ganho de � em M india se �e

ou n~ao vantajoso utilizar T

�

�

para ompor om M uma �arvore de Steiner de usto baixo.

Matematiamente, o ganho de � em M �e o n�umero g(M; �) := ind(M; _; �)�smt(G; ; �).

(Fia subentendida a dependênia do ganho de G das fun�~oes  e _.) Na �gura 1.6

mostramos o ganho de � em M .

Lema 1.4 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular, R um onjunto n~ao-vazio de v�erties de G e � um subonjunto

de R. Considere tamb�em _ e _

0

fun�~oes de E

G

[R℄ em Q

>0

, M e M

0

�arvores geradoras

m��nimas de (G[R℄; _) e de (G[R℄; _

0

) respetivamente. Se ind(M; _; �) � ind(M

0

; _

0

; �),

ent~ao

g(M; �) � g(M

0

; �):

Prova. Segue diretamente da de�ni�~ao de ganho. 2

1.2 Problema de Steiner em Grafos

Nesta se�~ao, apresentamos o Problema de Steiner em Grafos, partindo de sua de�ni�~ao

at�e o primeiro algoritmo de aproxima�~ao onheido para o problema. Grande parte das

informa�~oes desta se�~ao foi retirada da disserta�~ao de mestrado de Ferreira [15℄.
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Figura 1.6: As linhas pontilhadas s~ao as arestas de uma �arvore de Steiner m��nima T

�

, as

linhas �nas juntamente om as grossas representam as arestas de uma �arvore geradora M

e as linhas grossas representam um onjunto remo�~ao D de V T (T

�

) em M . O ganho de

V T (T

�

) em M �e o usto de D menos o usto de T

�

.

De�ni�~ao

Considere um grafo G = (V;E) onexo, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

e um onjunto R

n~ao-vazio de v�erties de G | os terminais. O objetivo do Problema de Steiner em Grafos

�e enontrar uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R).

A primeira vers~ao do Problema de Steiner apareeu omo um problema de geome-

tria [35℄. A formula�~ao utilizando os elementos da Teoria dos Grafos apareeu, pela

primeira vez, em 1971. Ela foi proposta por Hakimi [24℄ e por Dreyfus e Wagner [14℄.

Algumas observa�~oes podem ser feitas sobre as instânias do psg. Se existir em G

arestas paralelas, podemos elimin�a-las deixando apenas uma aresta de menor usto dentre

as arestas paralelas. La�os tamb�em podem ser eliminados do grafo. V�erties de Steiner

de grau 1 junto om a aresta inidente a este v�ertie podem ser eliminados.

O feho m�etrio de (G; ) �e o par (G; ), onde G �e um grafo ompleto om onjunto de

v�erties V

G

e, para qualquer par de v�erties u e v de V

G

, (uv) �e o usto de um aminho

de u at�e v de usto m��nimo de (G; ), ou seja

(uv) := minf(P ) : P �e um aminho de u at�e v em Gg:

13



Note que, a fun�~ao  satisfaz a desigualdade triangular. Al�em disso, se T �e uma �arvore de

Steiner em (G; ; R) e T �e uma �arvore de Steiner de (G; ; R) obtida atrav�es da substitui�~ao

de ada aresta uv de T pelas arestas de um aminho m��nimo de u a v emG e da remo�~ao de

uma aresta de ada eventual iruito riado a partir desta substitui�~ao, ent~ao (T ) � (T ).

Com base nessas observa�~oes, podemos nos restringir a instânias do psg que onsis-

tam de um grafo ompleto e uma fun�~ao usto nas arestas satisfazendo a desigualdade

triangular.

Complexidade omputaional

Nesta subse�~ao omentaremos sobre a omplexidade omputaional do psg e de algu-

mas de suas variantes. Os oneitos sobre omplexidade omputaional utilizados nessa

disserta�~ao podem ser enontrados em [17, 38℄.

Segundo Karp [30℄, atrav�es do problema da obertura exata onsegue-se mostrar que o

problema de deis~ao assoiado ao psg �e NP-ompleto portanto o psg �e NP-dif��il.

Se jRj = 2, o psg �e equivalente a enontrar um aminho de usto m��nimo entre dois

v�erties num grafo om ustos n~ao-negativos nas arestas. Neste aso, existem algoritmos

e�ientes (veja, por exemplo [13℄). Se R = V

G

, ent~ao o psg �e equivalente a enontrar uma

�arvore geradora m��nima de (G; ). Os dois algoritmos mais onheidos para enontrar uma

�arvore geradora m��nima em um grafo s~ao os algoritmos de Kruskal [33℄ e o de Prim [40℄.

Logo, podemos assumir no restante deste trabalho que 2 < jRj < jV

G

j.

T�enias de solu�~ao

Apesar do psg ser NP-dif��il, muitos algoritmos foram projetados para tentar en-

ontrar uma solu�~ao �otima. Nesta subse�~ao, omentaremos de forma bem suinta alguns

desses algoritmos e as t�enias envolvidas.

Um dos primeiros algoritmos para resolver o psg foi elaborado por Hakimi [24℄. Ele

utilizou o que denominamos de enumera�~ao expl��ita. Esta t�enia se baseia em onstruir

todas as �arvores de Steiner e esolher uma de menor usto. A omplexidade deste al-

goritmo �e polinomial no n�umero de terminais e exponenial no n�umero de v�erties de

Steiner. Lawler [34℄, valendo-se do fato das propriedades do feho m�etrio, apresentou um

algoritmo uja omplexidade �e polinomial no n�umero de v�erties de Steiner e exponenial

no n�umero de terminais.

�

E importante notar que, se o n�umero de terminais ou o n�umero

de v�erties de Steiner est�a �xo, ent~ao os algoritmos aima resolvem o psg em tempo

polinomial.

Dreyfus e Wagner [14℄ utilizaram programa�~ao dinâmia para resolver o psg. Shore,

Foulds e Gibbons [43℄ tamb�em projetaram um algoritmo que resolve o psg. Eles usaram

busa exaustiva (branh and bound) na �arvore de solu�~oes.

Uma outra abordagem para resolver o psg �e formul�a-lo omo um problema de progra-

ma�~ao inteira [1, 3, 4, 35, 37℄. Ferreira [15℄ mostra o resultado da aplia�~ao de ferramentas
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da teoria dos poliedros ao psg.

Uma abordagem que tem avan�ado muito nos �ultimos anos para problemasNP-dif��eis

�e o projeto de algoritmos de aproxima�~ao.

�

E na aplia�~ao dessa abordagem ao psg que

estamos interessados.

Algoritmos de aproxima�~ao

Seja (G; ; R) uma instânia do Problema de Steiner em Grafos e A um algoritmo

que produz uma �arvore de Steiner T de (G;R). Dizemos que A �e um algoritmo de

aproxima�~ao para o psg se A onsome tempo polinomial no tamanho da instânia e

(T ) � � � smt(G; ; R) para qualquer instânia (G; ; R) do psg, onde � �e um n�umero

maior do que 1. Neste aso, dizemos que A �e uma �-aproxima�~ao para o psg e o n�umero �

�e uma raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo A para o psg. Em geral, � pode ser uma fun�~ao

dependente da instânia do problema, entretanto, neste traballho, estamos interessados

em raz~ao de aproxima�~ao O(1), ou seja, em raz~ao de aproxima�~ao onstante. Algumas

vezes, para simpliar o texto, usamos o termo algoritmo omo sinônimo para algoritmo

de aproxima�~ao.

O primeiro algoritmo de aproxima�~ao para o psg �e atribu��do a Moore (1968), de

aordo om Gilbert e Pollak [19℄. O algoritmo onstr�oi uma �arvore geradora m��nima de

(G[R℄; _), onde _ �e a restri�~ao de  a G[R℄. Este algoritmo, que denotamos por MST ,

tem uma raz~ao de aproxima�~ao de 2 (mais exatamente, de 2 +

1

n

, onde n �e o n�umero

de terminais do grafo). Entre este algoritmo e o algoritmo das �arvores 3-restritas outros

algoritmos foram projetados [32, 41, 36℄, por�em todos om raz~ao de aproxima�~ao de 2.

Abaixo, mostramos uma prova da raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo MST baseada na

demostra�~ao apresentada por Vazirani [45℄.

Lema 1.5 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. Se _ �e a restri�~ao de  a G[R℄,

ent~ao

mst(G[R℄; _) � 2 smt(G; ; R):

Prova. Seja T uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R). Vamos onstruir, a partir

de T , uma �arvore geradora de G[R℄ de usto no m�aximo 2 (T ).

Para isso, duplique as arestas de T , obtendo um grafo euleriano L. Seja P uma trilha

euleriana em L; o usto desta trilha �e 2 smt(G; ; R). Sem perda de generalidade, podemos

assumir que P := (v

0

; e

1

; : : : ; e

l

; v

l

), onde v

0

= v

l

�e terminal e folha em T .

Utilizando P obtemos um iruito hamiltoniano C := (

0

; e

0

1

; 

1

; : : : ; 

k�1

; e

0

k

; 

k

)

em G[R℄. O iruito C foi obtido de maneira que 

0

= 

k

= v

0

e para ada par de

v�erties 

i�1

e 

i

, 1 � i � k, existem dois terminais v

x

e v

y

em P tais que 0 < x < y � l.

Al�em disso, se existe um terminal v

t

em P entre v

x

e v

y

, ent~ao v

t

= 

j

para algum

0 � j < i� 1. Note que C pode ser obtido em tempo polinomial.
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Por ausa da desigualdade triangular, o usto do iruito hamiltoniano C n~ao �e maior

do que o usto da trilha euleriana P . Jogando fora uma aresta deste iruito, obtemos

uma �arvore geradora M de G[R℄ que tem usto no m�aximo 2 smt(G; ; R). Portanto,

mst(G[R℄; _) � 2 smt(G; ; R). 2

A an�alise da raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo MST �e justa, ou seja, existe uma

instânia do psg para o qual o usto da solu�~ao produzida pelo algoritmo MST dividido

pelo usto da �arvore de Steiner m��nima �e t~ao pr�oximo de 2 quanto se queira.

Veja na �gura 1.7 tal instânia. O grafo �e omposto por n terminais e um v�ertie de

Steiner. As arestas que ligam o v�ertie de Steiner aos terminais têm usto 1, enquanto

que as outras arestas têm usto 2. O usto de uma �arvore geradora m��nima para essa

instânia do problema �e 2(n� 1) e o usto de uma �arvore de Steiner �otima �e n.

Arestas de custo 2

Arestas de custo 1

Figura 1.7: Grafo onde a raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo MST �e 2 +

1

n

.

Lembrando que uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _) �e uma �arvore 2-restrita

m��nima de (G; ; R), uma maneira de generalizar esse algoritmo, onstruindo boas apro-

xima�~oes para o psg seria um algoritmo que devolvesse uma �arvore k-restrita m��nima

para algum k > 2 �xo (a �gura 1.8 e o lema 1.6 abaixo omprovam a nossa a�rma�~ao).

Borhers e Du [9℄ demonstraram uma f�ormula para alular o m�aximo da raz~ao entre o

usto de uma �arvore k-restrita m��nima e o usto de uma �arvore de Steiner m��nima para

qualquer instânia (G; ; R) do psg.

Lema 1.6 Seja r

k

o supremo da raz~ao entre smt

k

(G; ; R) e smt(G; ; R) para quais-
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quer G,  e R. Se k = 2

l

+ s, onde l e s s~ao naturais e 0 � s < 2

l

, ent~ao

r

k

=

(l + 1)2

l

+ s

l2

l

+ s

:

Para uma �arvore 2-restrita m��nima j�a vimos um algoritmo e�iente e, para enontrar

uma �arvore 3-restrita m��nima existe uma (1 + �)-aproxima�~ao probabil��stia polinomi-

al [39℄, mas nenhuma demonstra�~ao de que o problema �e NP-dif��il. Em partiular, pelo

lema 1.6, temos que r

2

= 2 e r

3

=

5

3

.

Infelizmente, para k � 4, onstruir uma �arvore k-restrita m��nima �e um problema NP-

dif��il [30℄. Contudo, mesmo sendo dif��il produzir tais �arvores, elas ser~ao utilizadas nos

algoritmos e nas provas de raz~oes de aproxima�~oes.

Com exe�~ao do algoritmo de Berman e Ramayer os algoritmos que veremos s~ao al-

goritmos gulosos (detalhes sobre algoritmos gulosos podem ser enontrados em [10℄), ou

seja, seleionam algumas �arvores k-restritas, onde k �e uma onstante �xa, ujos v�erties de

Steiner estar~ao presentes, junto om os terminais, na solu�~ao devolvida pelos algoritmos.

Al�em disso, usaremos �arvores k-restritas m��nimas omo limitantes superiores das solu�~oes

produzidas pelos algoritmos.

Vale ressaltar que o m�etodo guloso, apesar de ser o m�etodo utilizado pelo algoritmo

om a menor raz~ao de aproxima�~ao onheida at�e o momento, n~ao �e o �unio para se

onstruir solu�~oes aproximadas para o psg. Por exemplo, Williamson, Goemans, Mihail

e Vazirani [46℄ projetaram um algoritmo para o psg baseado no m�etodo primal-dual

1

.

Inaproximabilidade

A menor raz~ao de aproxima�~ao onheida para o psg �e 1;55. Uma pergunta natural �e

at�e que ponto podemos ontinuar prourando algoritmos que onsigammelhorar essa raz~ao

de aproxima�~ao supondo que P 6= NP. Nesta subse�~ao mostraremos alguns resultados

que imp~oe limites para uma raz~ao de aproxima�~ao do psg.

Arora, Lund, Motwani, Sudan e Szegedy [2℄ juntamente om uma redu�~ao, devida a

Bern e Plassman [7℄, do problema da B-obertura de v�erties

2

para o psg mostram que

existe uma onstante  > 1 tal que nenhum algoritmo de aproxima�~ao para o psg tem

raz~ao de aproxima�~ao menor do que , a menos que P = NP. Denominamos uma tal

onstante  de limite de aproximabilidade (approximation threshold).

Al�em disso, Bern e Plassman mostraram que, se existe um algoritmo om raz~ao de

aproxima�~ao 1+ � para o psg, ent~ao existe um algoritmo para o problema da B-obertura

de v�erties om raz~ao de aproxima�~ao 1 + (1 + B) �. Portanto, bons algoritmos para o

psg impliam em bons algoritmos para o problema da B-obertura de v�erties. Com esse

1

Detalhes sobre o m�etodo primal-dual podem ser enontrados em [16, 45℄.

2

O problema da B-obertura de v�erties onsiste em desobrir um onjunto de v�erties de usto m��nimo

tal que toda aresta do grafo tenha um dos extremos nesse onjunto onde o grau m�aximo dos v�erties do

grafo �e menor ou igual a B.
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resultado, se onheermos um limite de aproximabilidade para o problema da B-obertura

de v�erties, ent~ao temos um limite de aproximabilidade para o psg.

Berman e Karpinski [5℄ mostraram que o melhor limite de aproximabilidade para o

problema da 4-obertura de v�erties �e de 1;0128. Logo temos um limite de aproxima-

bilidade de 1;0025 para o psg. Reentemente Thimm [44℄, utilizando uma redu�~ao de

H�astad [25℄ para o problema Max-E3-Lin-2, melhorou este resultado obtendo um valor

de 1;0074.

Podemos onluir que, mesmo om os avan�os no projeto de algoritmos de aproxi-

ma�~ao, h�a uma grande diferen�a entre a raz~ao de aproxima�~ao do melhor algoritmo o-

nheido at�e o presente e do melhor limite de aproximabilidade do psg.
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Figura 1.8: Exemplos de �arvores k-restritas m��nimas.
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Cap��tulo 2

Algoritmo das �arvores 3-restritas

O algoritmo das �arvores 3-restritas �e um algoritmo guloso projetado por Zelikovsky [48℄

para o problema de Steiner em grafos. Este algoritmo foi o primeiro a superar o ingênuo

algoritmo MST , obtendo uma raz~ao de aproxima�~ao de

11

6

< 1;834. Zelikovsky utilizou

�arvores 3-restritas m��nimas para inserir na solu�~ao produzida pelo seu algoritmo alguns

v�erties de Steiner. Esta abordagem inspirou v�arios outros algoritmos de aproxima�~ao

para o psg. A seguir, desrevemos o algoritmo das �arvores 3-restritas.

2.1 Desri�~ao do algoritmo

A entrada do algoritmo �e um grafo ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

satis-

fazendo a desigualdade triangular e um onjunto R de v�erties | os terminais. Como

sa��da, o algoritmo produz uma �arvore de Steiner ujo usto �e no m�aximo

11

6

do usto de

uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; R).

Para um onjunto arbitr�ario � de três terminais, que hamaremos de tripla, denote

por T

�

uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; �). Note que, neste aso, T

�

�e tamb�em

uma �arvore 3-restrita m��nima.

Vamos apresentar primeiramente uma variante do algoritmo de Zelikovsky. Depois

omentaremos sobre o algoritmo original. O algoritmo ome�a om uma �arvore geradora

m��nima M de (G[R℄; _), onde _ �e a restri�~ao de  a G[R℄, e om um subgrafo S de G.

Iniialmente S �e a �arvore M . Em ada itera�~ao, o algoritmo esolhe uma tripla � que

maximiza g(M; �). Se g(M; �) �e positivo, o algoritmo onstr�oi uma �arvore de Steiner

m��nima de (G; ; �) e um onjunto remo�~ao D

�

de � em M . Ent~ao, o algoritmo diminui o

usto _(e) de ada aresta e em G[R℄ que est�a na imagem da fun�~ao proje�~ao de D

�

em � .

O usto de ada uma dessas arestas diminui de g(M; �). Al�em disso, o algoritmo alteraM

e S adequadamente e p�ara quando n~ao h�a mais triplas om ganho positivo. Neste ponto,

o algoritmo devolve S. Veja a �gura 2.1.

Note que o algoritmo das �arvores 3-restritas pode ser implementado de forma que seu

onsumo de tempo seja polinomial no tamanho da sua entrada.
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Algoritmo das �arvores 3-restritas(G; ; R)

1 Seja _

0

a restri�~ao de  a G[R℄;

2 Seja M

0

uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

0

);

3 S

0

:= M

0

;

4 i := 1;

5 Enquanto existir � � R, j� j = 3, om g(M

i�1

; �) > 0 fa�a

6 Seja �

i

� R om j�

i

j = 3 e g(M

i�1

; �

i

) m�aximo;

7 Seja T

i

uma �arvore 3-restrita m��nima de (G; ; �

i

);

8 Seja D

i

um onjunto remo�~ao de �

i

em M

i�1

;

9 Seja p a fun�~ao proje�~ao de D

i

em �

i

relativa a M

i�1

;

10 A

i

:= ;;

11 

i

:= 

i�1

;

12 Para ada e em D

i

fa�a

13 _

i

(p(e)) := _

i�1

(e)� g(M

i�1

; �

i

);

14 A

i

:= A

i

[ fp(e)g;

15 M

i

:= M

i�1

�D

i

+ A

i

;

16 S

i

:= S

i�1

�D

i

+ T

i

;

17 i := i+ 1;

18 f := i� 1;

19 Devolva S

f

.

Figura 2.1: Algoritmo das �arvores 3-restritas

2.2 An�alise do algoritmo das �arvores 3-restritas

No artigo original de Zelikovsky [48℄ havia um erro na an�alise do algoritmo. Esse erro

foi expliitamente orrigido, apenas em 2001, no trabalho de Gr�opl, Hougardy, Nierho� e

Pr�omel [21℄. A nossa prova de uma raz~ao de aproxima�~ao �e baseada nesse trabalho.

A an�alise a seguir �e longa e t�enia. Os lemas 2.1 e 2.5 s~ao utilizados na demons-

tra�~ao do teorema 2.6. Eles provam invariantes do algoritmo. O lema 2.2 �e usado na

demonstra�~ao do lema 2.3 e os lemas 2.3 e 2.4 s~ao utilizado na demonstra�~ao do lema 2.5.

Lema 2.1 Para todo i = 0; : : : ; f , no algoritmo das �arvores 3-restritas temos que

_

i

(e) � 0 para toda aresta e de G[R℄, M

i

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

i

) e

_

i

(M

i

) = _

0

(M

0

)� 2

P

i

j=1

g

�

j

, onde g

�

j

:= g(M

j�1

; �

j

).

Prova. A prova �e por indu�~ao em i. Para i = 0, o lema �e trivial. Para i > 0, suponha

que _

i�1

�e n~ao-negativo, que M

i�1

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

i�1

) e que

_

i�1

(M

i�1

) = _

0

(M

0

)� 2

P

i�1

j=1

g

�

j

.

Vamos mostrar que _

i

(e) � 0 para toda aresta e de G[R℄. Note que as altera�~oes

de _

i�1

para _

i

oorrem na linha 13 do algoritmo. Portanto basta mostrar que o novo

usto atribu��do �e n~ao-negativo.
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Digamos que �

i

= fx; y; zg, D

i

= fe; fg e p �e a fun�~ao proje�~ao de �

i

em D

i

relativa

aM

i�1

. Sem perda de generalidade, suponha que x �e tal que e �e a aresta de usto m�aximo

no aminho de x a y em M

i�1

e f �e a aresta de usto m�aximo no aminho de x a z

em M

i�1

. Se v �e o v�ertie de Steiner de T

i

(veja a �gura 2.2), ent~ao

(xv) + (vy) � (xy) � _

i�1

(xy) � _

i�1

(e);

onde a primeira desigualdade vale pela desigualdade triangular, a segunda pelo fato que

_

i�1

(e) � _

i

(e)

1

para toda aresta e de G[R℄ e a tereira porqueM

i�1

�e uma �arvore geradora

m��nima de (G[R℄; _

i�1

). Utilizando a desigualdade aima podemos onluir que

PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

x

y

z

v

e

f

Figura 2.2: Linhas em negrito representam as arestas e e f , linhas normais s~ao arestas

deM

i�1

e linhas pontilhadas s~ao as arestas de uma �arvore de 3-retrita m��nima de (G; ; �).

_

i�1

(f)� g(M

i�1

; �

i

) = _

i�1

(f)� ( _

i�1

(e) + _

i�1

(f)� smt(G; ; �

i

))

= smt(G; ; �

i

)� _

i�1

(e)

= (xv) + (vy) + (vz)� _

i�1

(e) > 0:

De forma an�aloga, podemos onluir que _

i�1

(f)� g(M

i�1

; �

i

) > 0.

Pela de�ni�~ao de D

i

e p, M

i

�e uma �arvore. Al�em disso, omo o usto _

i

(p(e)) < _

i�1

(e)

para ada e em D

i

, temos que p(e) �e a aresta de usto m��nimo de (G[R℄; _

i

) no orte

de�nido por uma das omponentes de M

i�1

� e. Portanto M

i

�e uma �arvore geradora

m��nima de (G[R℄; _

i

). Quanto ao usto de M

i

, temos que _

i

(M

i

) = _

i�1

(M

i�1

) � 2 g

�

i

.

Assim, por indu�~ao,

_

i

(M

i

) = _

0

(M

0

)� 2

i

X

j=1

g

�

j

2

1

Na linha 13 do algoritmo note que p(e) = xy n~ao est�a em M

i�1

e e �e uma aresta de usto m�aximo

no aminho de x a y em M

i�1

, portanto _

i�1

(p(e)) � _

i�1

(e) > _

i

(p(e)) pois g(M

i�1

; �

i

) > 0. Para as

outras arestas temos que _

i�1

(e) � _

i

(e).
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O pr�oximo lema ser�a usado na demonstra�~ao do lema 2.3.

Lema 2.2 No algoritmo das �arvores 3-restritas, se i � 1, � �e uma tripla, D �e um sepa-

rador de � em M

i

e _

i

(D)� smt(G; ; �) > 0, ent~ao D \ A

i

= ;.

Prova. Digamos que A

i

:= fe

0

; f

0

g e D

i

:= fe; fg, onde e

0

:= p(e) e f

0

:= p(f). Suponha

por ontradi�~ao que D\A

i

6= ;. Sem perda de generalidade, podemos assumir que e

0

2 D.

Se f

0

2 D tamb�em, ent~ao temos que

_

i

(D)� smt(G; ; �) = _

i

(e

0

) + _

i

(f

0

)� smt(G; ; �)

= _

i�1

(e) + _

i�1

(f)� smt(G; ; �)� 2 g(M

i�1

; �

i

)

� g(M

i�1

; �)� 2 g(M

i�1

; �

i

)

< 0;

pois e e f s~ao separadores de � em M

i�1

, g(M

i�1

; �

i

) � g(M

i�1

; �) e g(M

i�1

; �

i

) > 0.

Por outro lado, se f

0

=2 D, seja h o elemento de D distinto de e

0

. Temos que

_

i

(D)� smt(G; ; �) = _

i

(e

0

) + _

i

(h)� smt(G; ; �)

= _

i�1

(e) + _

i�1

(h)� smt(G; ; �)� g(M

i�1

; �

i

):

Se fe; hg �e um separador de � em M

i�1

, ent~ao

_

i

(D)� smt(G; ; �) � g(M

i�1

; �)� g(M

i�1

; �

i

) � 0:

J�a se fe; hg n~ao �e um separador de � em M

i�1

, ent~ao seja C o �unio iruito em M

i

+ f .

Considere o par de v�erties x e y de � tal que h �e a �unia aresta de D no aminho P

de x a y em M

i

. Se fe; hg n~ao �e um separador ent~ao P ont�em f ; do ontr�ario P seria o

aminho de x a y em M

i�1

. O aminho P

0

de x a y em M

i�1

ont�em uma aresta de C se

e s�o se P n~ao a ont�em. Em partiular, se P

0

n~ao ont�em h ent~ao h est�a em C. Neste

aso, fe; fg �e um separador de � em M

i�1

e _

i�1

(f) � _

i�1

(h). Veja a �gura 2.3. Assim,

temos que

_

i

(D)� smt(G; ; �) � _

i�1

(e) + _

i�1

(f)� smt(G; ; �)� g(M

i�1

; �

i

)

� g(M

i�1

; �)� g(M

i�1

; �

i

)

� 0:

Nos v�arios asos, hegamos a uma ontradi�~ao da hip�otese que _

i

(D)�smt(G; ; �) > 0.

Portanto podemos onluir que D \ A

i

= ;. 2

O lema 2.3 abaixo, mais t�enio, �e uma pe�a entral na demonstra�~ao de que, em ada

itera�~ao do algoritmo, todas as arestas do onjunto D

i

est~ao em S

i�1

. Isso ser�a usado na

prova de que S

f

ont�em uma �arvore de Steiner de (G;R).
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�

i

�

M

i�1

e f

h

e

0

f

0

Figura 2.3: Temos que M

i

:= M

i�1

�fe; fg+ fe

0

; f

0

g, fe

0

; hg �e um separador de � em M

i

,

fe; hg n~ao �e um separador de � em M

i�1

mas fe; fg �e.

Lema 2.3 Sejam i � 1 e a em M

i

. Se � �e uma tripla tal que D := fa; bg �e um separador

de � em M

i

para algum b e _

i

(D) � smt(G; ; �) > 0, ent~ao a 2 M

i�1

e existe uma

tripla �

0

e uma aresta b

0

em M

i�1

tal que D

0

:= fa; b

0

g �e um separador de �

0

em M

i�1

e

_

i�1

(D

0

)� smt(G; ; �

0

) � _

i

(D)� smt(G; ; �).

Prova. Sejam D

i

:= fe; fg um separador de �

i

em M

i�1

e A

i

:= fe

0

; f

0

g a imagem

da fun�~ao proje�~ao de D

i

de �

i

relativa a M

i�1

. Pelo lema 2.2, D \ A

i

= ;, ou seja,

fa; bg � M

i�1

. Sejam A, B e C os omponentes de M

i

� fe

0

; f

0

g omo na �gura 2.4.

Sejam C

1

o �unio iruito em M

i

+ e e C

2

o �unio iruito em M

i

+ f .
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Caso 1: a =2 C

1

[ C

2

Sem perda de generalidade, suponha que a 2 E

A

(de forma an�aloga vale para E

B

e E

C

). Sejam A

0

e A

00

os omponentes de A � a e suponha que A

00

n~ao ont�em

nenhum extremo de e

0

e f

0

. Note que A

00

tamb�em n~ao ont�em os extremos de e

ou f e ont�em pelo menos um e no m�aximo dois elementos de � pois fa; bg �e um

separador de � em M

i

. Veja a �gura 2.5. Se A

00

ont�em dois elementos, ent~ao fa; bg

a
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i

e

f

e

0

f

0
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00

A
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Figura 2.5:

�e um separador de � em M

i�1

. Assim, tome �

0

:= � e b

0

:= b e vale o lema.

Se A

00

ont�em exatamente um elemento de � e os outros dois elementos de � est~ao

em A

0

ou B ou C, ent~ao fa; bg �e um separador de � em M

i�1

e o lema �e verdadeiro.

Sen~ao, apenas um entre A

0

, B e C n~ao ont�em elementos de � . Neste aso, se fa; bg

n~ao �e um separador de � emM

i�1

, ent~ao ou e ou f ou ambos est~ao no aminho entre

esses v�erties. Tome �

0

:= � e b

0

de usto m�aximo entre os elementos de fe; fg que

est~ao no aminho entre esses v�erties. Note que _(b

0

) � _(b), pois b est�a em algum

dos iruitos C

1

e C

2

. Assim, temos que

_

i�1

(D

0

)� smt(G; ; �

0

) = _

i�1

(a) + _

i�1

(b

0

)� smt(G; ; �)

� _

i�1

(a) + _

i�1

(b)� smt(G; ; �)

= _

i

+ _

i

(b)� smt(G; ; �)

= _

i

(D)� smt(G; ; �):

Caso 2: a 2 C

1

[ C

2

Caso 2.1: a 2 E

A

(a 2 E

C

�e an�alogo)

Sejam A

0

e A

00

os omponentes de A � a onde A

0

ont�em um extremo de e

0

.

Note que A

00

ont�em pelo menos um e no m�aximo dois elementos de � pois

fa; bg �e um separador de � em M

i

. Veja a �gura 2.6. Se A

00

tem dois elementos
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�

i

e

f

e

0

f

0

A

0

A

00

B

C

Figura 2.6:

de � e A

0

tem um ou A

0

tem dois elementos de � , ent~ao fa; bg �e um separador

de � em M

i�1

. Caso ontr�ario h�a pelo menos um elemento de � em B [ C.

Se A

0

ont�em um elemento de � , ent~ao, supondo que b n~ao separa � em M

i�1

,

ou e ou f ou ambos separam em M

i�1

um par de elementos de � . Tome �

0

:= �

e b

0

em fe; fg que separa � e tem usto m�aximo. De modo an�alogo ao aso 1,

temos que _(b

0

) � _(b) e o lema vale. Se A

0

n~ao ont�em nenhum elemento de � ,

ent~ao a n~ao separa nenhum elemento de � em M

i�1

e fe; bg �e um separador

de � em M

i�1

. Assim, tome �

0

:= �

i

e b

0

:= f ,

_

i�1

(D

0

)� smt(G; ; �

0

) = _

i�1

(a) + _

i�1

(f)� smt(G; ; �

i

) + _

i�1

(e)� _

i�1

(e)

= _

i�1

(D

i

)� smt(G; ; �

i

) + _

i

(a)� _

i�1

(e)

= g(M

i�1

; �

i

) + _

i

(a)� _

i�1

(e)

� g(M

i�1

; �

i

) (2.1)

� g(M

i�1

; �)

= _

i�1

(a) + _

i�1

(b)� smt(G; ; �)

= _

i

(a) + _

i

(b)� smt(G; ; �)

= _

i

(D)� smt(G; ; �);

onde a desigualdade (2.1) vale pois a est�a no aminho em M

i�1

entre o v�ertie

de �

i

que est�a em A

0

e o v�ertie de �

i

que est�a em B e _

i�1

(a) � _

i�1

(e).

Caso 2.2: a 2 E

B

Sejam B

0

e B

00

os omponentes de B � a onde B

0

ont�em o extremo omum

de e

0

e f

0

. Note que B

00

ont�em pelo menos um e no m�aximo dois elementos

de � . Veja a �gura 2.7. Se B

00

tem dois elementos de � e B

0

tem um elemento

de � , ent~ao fa; bg �e um separador de � em M

i�1

. Do mesmo modo, se B

00

tem

um elemento de � e B

0

ou A ou C tem dois elementos de � , ent~ao fa; bg �e um

separador de � em M

i�1

.
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Figura 2.7:

Sen~ao h�a pelo menos um elemento de � em A[C. Se A[C ont�em exatamente

um elemento de � , ent~ao tome �

0

:= � e b

0

:= e ou f dependendo desse elemento

estar em A ou C. Note que neste aso b est�a em C

1

ou C

2

, assim _

i�1

(b

0

) �

_

i�1

(b) e vale o lema (an�aloga �a uma situa�~ao do aso 1).

Se A[C ont�em dois elementos de � , ent~ao a n~ao separa nenhum elemento de �

emM

i�1

, logo tome �

0

:= �

i

e b

0

em fe; fg de usto m�aximo emM

i�1

. Como no

aso 1, o lema vale pois, omo no aso 2.1, temos que _

i�1

(D

0

)�smt(G; ; �

0

) �

_

i

(D)� smt(G; ; �)

Pelos asos 1 e 2 podemos onluir que o lema �e verdadeiro. 2

Finalmente, o lema abaixo garante que as arestas dos onjuntos remo�~ao esolhidos

pelo algoritmo n~ao tiveram o seu usto alterado durante a exeu�~ao do algoritmo, ou seja,

n~ao �zeram parte de nenhum onjunto A

i

de uma itera�~ao anterior.

Lema 2.4 Se i � 0, � �e uma tripla, D �e um onjunto separador de � em M

i

e _

i

(D)�

smt(G; ; �) > 0, ent~ao D \

S

i

j=1

A

j

= ;.

Prova. A prova �e por indu�~ao em i. Para i = 0 o lema �e trivial. Por indu�~ao, suponha

que o lema vale para i� 1. Agora provaremos que o lema vale para i.

Primeiramente, pelo lema 2.2, D\A

i

= ;. Agora, seja a um elemento arbitr�ario de D.

Vamos mostrar que a =2

S

i�1

j=1

A

j

. Como i � 1, D �e um separador de � em M

i

, a 2 D e

_

i

(D) � smt(G; ; �) > 0, pelo lema 2.3, a 2 M

i�1

e existe b em M

i�1

e uma tripla �

0

tal que D

0

:= fa; b

0

g �e um separador de �

0

em M

i�1

om _

i�1

(D

0

) � smt(G; ; �

0

) > 0.

Mas ent~ao, pela hip�otese de indu�~ao, D

0

\

S

i�1

j=1

A

j

= ;, ou seja, a =2

S

i�1

j=1

A

j

. Como

isso vale para um elemento arbitr�ario de D, onlu��mos que D \

S

i�1

j=1

A

j

= ; e portanto

D \

S

i

j=1

A

j

= ;. 2
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A seguir mostraremos que S

f

ont�em uma �arvore de Steiner de (G;R) e que seu usto

n~ao passa de (S

0

)�

P

f

j=1

g(M

j�1

; �

j

).

Para tanto, onsidere uma variante do algoritmo em que, para ada �arvore T

i

esolhida

pelo algoritmo na linha 7, �e feita uma �opia do v�ertie de Steiner de T

i

. Com essas �opias,

podemos assumir que T

i

utiliza um v�ertie de Steiner nuna antes utilizado (eventualmente

tal v�ertie ser�a uma �opia de um v�ertie utilizado anteriormente). Para essa variante do

algoritmo, podemos mostrar o seguinte lema.

Lema 2.5 Para todo i, 0 � i � f , no algoritmo das �arvores 3-restritas temos que S

i

�e

uma �arvore de Steiner de (G;R), (S

i

) = (S

0

)�

P

i

j=1

g(M

j�1

; �

j

) e ada aresta de M

i

\S

i

separa os mesmos pares de terminais em M

i

e S

i

.

Prova. A prova �e por indu�~ao em i. Para i = 0 o lema �e trivial. Para i > 0, suponha

que S

i�1

�e uma �arvore de Steiner de (G;R), que (S

i�1

) = (S

0

)�

P

i�1

j=1

g(M

j�1

; �

j

) e que

ada aresta de M

i�1

\ S

i�1

separa os mesmos pares de terminais em M

i�1

e S

i�1

.

Pelo lema 2.4, D

i

\

S

i�1

j=1

A

j

= ;. Isso implia que D

i

� (M

i�1

\ S

i�1

). Assim, em

M

i�1

�D

i

, dois terminais est~ao separados se e s�o se est~ao separados em S

i�1

�D

i

. Como A

i

�e uma �arvore geradora de G[�

i

℄ e T

i

�e uma �arvore de Steiner de (G; �

i

) que n~ao usa v�erties

de Steiner de S

i�1

, temos que S

i

�e uma �arvore de Steiner de (G;R) e ada aresta deM

i

\S

i

separa os mesmos pares de terminais em M

i

e S

i

.

Quanto ao usto de S

i

, temos que (S

i

) = (S

i�1

)�(D

i

)+(T

i

) = (S

i�1

)�g(M

i�1

; �

i

)

e, por indu�~ao, (S

i

) = (S

0

)�

P

i

j=1

g(M

j�1

; �

j

). 2

Contraindo-se os v�erties de Steiner de S

f

que s~ao �opias de um mesmo v�ertie,

obt�em-se o S

f

devolvido pelo algoritmo das �arvores 3-restritas. Tal opera�~ao de on-

tra�~ao mant�em S

f

onexo e n~ao altera o usto j�a que n~ao h�a usto nas arestas entre os

v�erties de Steiner dupliados. Podemos onluir ent~ao que o S

f

devolvido pelo algoritmo

ont�em uma �arvore de Steiner de (G;R) e que (S

f

) = (S

0

)�

P

f

j=1

g(M

j�1

; �

j

).

Finalmente temos o teorema mostrando uma raz~ao de aproxima�~ao para o algoritmo

das �arvores 3-restritas.

Teorema 2.6 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo

a desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. O usto da solu�~ao do

algoritmo das �arvores 3-restritas para (G; ; R) �e no m�aximo

11

6

do usto de uma �arvore

de Steiner m��nima de (G; ; R).

Prova. Denote g(M

i�1

; �

i

) por g

�

i

. Como _

0

(M

0

) = (S

0

), pelos lemas 2.1 e 2.4, temos

que,

(S

f

) � (S

0

)�

f�1

X

i=0

g

�

i

= (S

0

)�

 

_

f

(M

f

)� _

0

(M

0

)

2

!

�

_

0

(M

0

) + _

f

(M

f

)

2

: (2.2)
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Agora mostraremos que _

f

(M

f

) � smt

3

(G; ; R). Seja T

�

uma �arvore 3-restrita m��nima

de (G; ; R) e �

�

1

; : : : ; �

�

l

o onjunto de terminais de ada um dos omponentes heios de T

�

(note que 2 � j�

�

i

j � 3 para 1 � i � l). Como mst(G[R℄; _[�

�

1

; : : : ; �

�

l

℄) = 0, podemos

esrever o usto de M

f

omo

_

f

(M

f

) = mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; _

f

[�

�

0

; : : : ; �

�

l

℄)

=

l

X

k=1

(mst(G[R℄; _

f

[�

�

1

; : : : ; �

�

k�1

℄)�mst(G[R℄; _

f

[�

�

1

; : : : ; �

�

k

℄))

�

l

X

k=1

(mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; _

f

[�

�

k

℄)) (2.3)

=

l

X

k=1

(g(M

f

; �

�

k

) + smt(G; ; �

�

k

))

�

l

X

k=1

smt(G; ; �

�

k

) = (T

�

3

): (2.4)

A desigualdade (2.3) vale por (1.1) e pelo orol�ario 1.3 e a desigualdade (2.4) vale pela

linha 5 do algoritmo que garante que g(M

f

; �

�

k

) � 0 para todo �

�

k

.

Como _

0

(M

0

) = smt

2

(G; ; R) e _

f

(M

f

) � smt

3

(G; ; R), podemos substituir esses

valores na desigualdade (2.2) e dividir pelo usto de uma �arvore de Steiner m��nima de

(G; ; R), �ando om

(S

f

)

smt(G; ; R)

�

smt

2

(G; ; R)

2smt(G; ; R)

+

smt

3

(G; ; R)

2smt(G; ; R)

�

r

2

+ r

3

2

(2.5)

=

2

2

+

5=3

2

(2.6)

=

11

6

:

Onde (2.5) vem de r

k

:= max

n

smt

k

(G;;R)

smt(G;;R)

o

e a igualdade (2.6) vale pelo lema 1.6. 2

Infelizmente, n~ao existe na literatura uma fam��lia de instânias tal que a aplia�~ao

deste algoritmo resulte na raz~ao de aproxima�~ao anuniada. Logo existe a possibilidade

deste algoritmo ter uma raz~ao de aproxima�~ao menor do que

11

6

.

2.3 Algoritmo original de Zelikovsky

O algoritmo originalmente proposto por Zelikovsky diferia em v�arios pontos da vers~ao

apresentada na �gura 2.1. Primeiramente, na linha 13, 

i

(p(e)) era zerado. O algoritmo
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n~ao onstru��a iterativamente as �arvores S

0

; : : : ; S

f

. Ele apenas guardava em um onjun-

to W os v�erties de Steiner das �arvores �

1

; : : : ; �

f

e no �m devolvia uma �arvore geradora

m��nima de (G[R [W ℄; ). Veja a �gura 2.8.

A an�alise apresentada para a variante pode ser failmente alterada para o algoritmo

original. Basta notar que o lema 2.4 ontinua v�alido mesmo om a altera�~ao na linha 13

e que mst(G[R [W

f

℄; ) � (S

f

).

Algoritmo das �arvores 3-restritas(G; ; R)

1 Seja _

0

a restri�~ao de  a G[R℄;

2 Seja M

0

uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

0

);

3 W

0

:= ;;

4 i := 1;

5 Enquanto existir � � R, j� j = 3, om g(M

i�1

; �) > 0 fa�a

6 Seja �

i

� R om j�

i

j = 3 e g(M

i�1

; �

i

) m�aximo;

7 Seja T

i

uma �arvore 3-restrita m��nima de (G; ; �

i

);

8 W

i

:= W

i�1

[ V S(T

i

)

9 Seja D

i

um onjunto remo�~ao de �

i

em M

i�1

;

10 Seja p a fun�~ao proje�~ao de D

i

em �

i

relativa a M

i�1

;

11 

i

:= 

i�1

;

12 Para ada e em D

i

fa�a

13 _

i

(p(e)) := 0;

14 A

i

:= A

i

[ fp(e)g;

15 M

i

:= M

i�1

�D

i

+ A

i

;

16 i := i+ 1;

17 f := i� 1;

18 Seja T uma �arvore geradora m��nima de (G[R [W

f

℄; );

19 Devolva T .

Figura 2.8: Algoritmo das �arvores 3-restritas original
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Cap��tulo 3

Algoritmo de Berman e Ramayer

O algoritmo desrito no ap��tulo anterior utiliza �arvores 3-restritas m��nimas para es-

olher os v�erties de Steiner que estar~ao na solu�~ao produzida pelo algoritmo. Uma id�eia

natural para melhorar esse algoritmo �e a utiliza�~ao de �arvores de Steiner m��nimas sobre

onjuntos de at�e k terminais, onde k �e uma onstante maior ou igual a 3.

Berman e Ramayer [6℄ apresentaram um algoritmo que utiliza esta id�eia resultando

em uma raz~ao de aproxima�~ao menor que

11

6

para o psg.

3.1 Desri�~ao do algoritmo

Na verdade, Berman e Ramayer desreveram uma fam��lia de algoritmos: um algoritmo

para ada k � 3. A entrada de ada algoritmo �e um grafo ompleto G, uma fun�~ao 

de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade triangular e um onjunto R de v�erties | os

terminais. Como sa��da, o algoritmo produz uma �arvore de Steiner de (G;R) ujo usto

dividido pelo usto de uma solu�~ao �otima do psg para (G; ; R) �e no m�aximo

r

2

�

k

X

i=3

r

i�1

� r

i

i� 1

:

Pelo lema 1.6, para k su�ientemente grande a raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo de

Berman e Ramayer se aproxima de 1;734.

Note que quando k = 3 a express~ao aima oinide om a raz~ao demonstrada para o

algoritmo das �arvores 3-restritas. Embora neste aso a delimita�~ao na raz~ao de aproxi-

ma�~ao seja a mesma para os dois algoritmos, eles s~ao diferentes, ou seja, para uma mesma

instânia, eles podem produzir solu�~oes diferentes. H�a no entanto uma forma de modi�ar

o algoritmo de Berman e Ramayer de forma que, para k = 3, ele funione exatamente

omo o algoritmo das �arvores 3-restritas.

O algoritmo de Berman e Ramayer, para um erto k, �e dividido em duas fases: a fase

de avalia�~ao e a fase de onstru�~ao, que passamos a desrever.
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Fase de avalia�~ao

Seja _ a restri�~ao de  a G[R℄. Esta fase iniia om uma �arvore geradora m��nima M

de (G[R℄; _) e pilhas �

j

(3 � j � k) iniialmente vazias. Esta fase proessa, em ordem

resente de ardinalidade, todos onjuntos � de terminais que têm ardinalidade entre 3

e k.

Em ada itera�~ao, esta fase toma um onjunto � de terminais e onstr�oi uma �arvore de

Steiner m��nima T

�

�

de (G; ; �), um onjunto remo�~ao D de � em M e a fun�~ao proje�~ao p

de D em � relativa a M .

Se o ganho de � em M �e positivo, empilha-se algumas informa�~oes para usar na

fase de onstru�~ao, altera-se onvenientemente o usto _ na imagem de p e modi�a-se

a �arvore M , removendo ada aresta e de D e adiionando p(e). A fase termina quando

todos os onjuntos s~ao analisados e ela devolve uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _)

e as pilhas �

j

para 3 � j � k. Abaixo segue a desri�~ao preisa da fase de avalia�~ao.

Algoritmo BR

k

-avalia�~ao(G; ; R)

1 Seja _ a restri�~ao de  a G[R℄;

2 Seja M uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _);

3 Para j de 3 at�e k fa�a

4 �

j

:= ;;

5 Para ada � � R tal que j� j = j fa�a

6 Se g(M; �) > 0 ent~ao

7 ganho := g(M; �);

8 Seja D um onjunto remo�~ao de � em M ;

9 Seja p a fun�~ao proje�~ao de D em � ;

10 Empilha [�;D; p; _℄ em �

j

;

11 Para ada e em D fa�a

12 _(p(e)) := _(e)� ganho;

13 M :=M � e+ p(e);

14 Devolva M; f�

j

g

k

j=3

.

Figura 3.1: Fase de avalia�~ao

Sejam M

2

e _

2

os valores iniiais de M e _ e, para 3 � j � k, sejam M

j

e _

j

os valores

de M e _ ap�os o proessamento de todos os onjuntos � onde j� j = j, ou seja, ao �nal da

itera�~ao j do para da linha 3. Denotando por Q(j) o onjunto dos � armazenados em �

j

e por g

�

o valor de g(M; �) na linha 6 da itera�~ao em que � �e proessado, temos o seguinte

invariante do algoritmo BR

k

-avalia�~ao.

Lema 3.1 Para todo j, 2 � j � k, M

j

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

j

).
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Al�em disso,

_

j

(M

j

) =

8

>

<

>

:

mst(G[R℄; _

j

) se j = 2;

_

j�1

(M

j�1

)� (j � 1)

P

�2Q(j)

g

�

se 3 � j � k:

Prova. A prova �e por indu�~ao em j. Para j = 2, o lema �e trivial pois M

2

�e uma �arvore

geradora m��nima de (G[R℄; _) e _

2

= _. Suponha agora que as a�rma�~oes do lema valham

para j tal que 2 � j < k.

Queremos mostrar que M

j+1

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

j+1

) e que

_

j+1

(M

j+1

) = _

j

(M

j

)� j

P

�2Q(j+1)

g

�

.

Por indu�~ao M

j

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

j

). Note que M

j

�e o valor

deM e _

j

�e o valor de _ no in��io da itera�~ao j+1 do para da linha 3. Em ada itera�~ao do

para da linha 11 modi�amos _ e M . Reduzimos o usto de uma aresta p(e) e troamos

a aresta e por p(e) em M . Por ausa da redu�~ao do usto de p(e) e, segundo as de�ni�~oes

de onjunto remo�~ao e fun�~ao proje�~ao, �e f�ail ver que no �m do para M �e uma �arvore

geradora m��nima de (G[R℄; _). Portanto, podemos onluir que M

j

�e uma �arvore geradora

m��nima de (G[R℄; _

j

).

Note que, em ada itera�~ao do para da linha 11, o usto de M diminui de g

�

. Logo,

ap�os o proessamento de todas as arestas deD, o usto deM diminui de jDjg

�

= (j� j�1)g

�

.

Observe que, entre M

j

e M

j+1

, s~ao proessados todos os subonjuntos de R om j + 1

terminais. Sejam �

1

; : : : ; �

p

os subonjuntos de R em Q(j + 1), ou seja, aqueles onjuntos

ujo ganho �e positivo. A diferen�a entre M

j

e M

j+1

�e de (j�

1

j � 1)g

�

1

+ � � �+ (j�

p

j � 1)g

�

p

.

Como j�

1

j = � � � = j�

p

j = j + 1, temos que,

_

j

(M

j

)� _

j+1

(M

j+1

) = j

X

�2Q(j+1)

g

�

: 2

Um outro invariante do algoritmo BR

k

-avalia�~ao �e dado pelo lema abaixo.

Lema 3.2 Para qualquer subonjunto � de R tal que j� j � j, temos que g(M

j

; �) � 0,

onde 3 � j � k.

Prova. Primeiramente, vamos mostrar que, ao �m da itera�~ao em que � foi proessado

pelo algoritmo, g(M; �) � 0. Depois vamos mostrar que g(M; �) jamais rese durante o

algoritmo.

Seja � um onjunto om no m�aximo j terminais e M e _ no in��io da itera�~ao em

que � foi proessado pelo algoritmo. Se g(M; �) � 0, n~ao h�a nada a demonstrar. Se

g(M; �) > 0, denote por M

0

e _

0

os valores de M e _ ao �nal desta itera�~ao. Seja A a

imagem da fun�~ao p de�nida na linha 9 do algoritmo. Como A �e uma �arvore geradora G[� ℄

e as arestas de A est~ao emM

0

, o �unio onjunto remo�~ao de � emM

0

�e A. Lembrando que
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g(M

0

; �) = ind(M

0

; _

0

; �)� smt(G; ; �) e que _(A) = ind(M

0

; _; �), podemos reesrever o

ganho omo sendo

g(M

0

; �) = _(A)� smt(G; ; �)

= ( _(D)� (j� j � 1)g(M; �))� smt(G; ; �)

= (ind(M; _; �)� (j� j � 1)g(M; �))� (ind(M; _; �)� g(M; �))

= (2� j� j)g(M; �);

que �e negativo, pois j� j � 3 e g(M; �) �e positivo.

Para provar que g(M; �) jamais rese durante o algoritmo, basta mostrar que

g(M; �) � g(M

0

; �). Note que M e M

0

s~ao, respetivamente, �arvores geradoras m��nimas

de (G[R℄; _) e (G[R℄; _

0

). Al�em disso, pelas linhas 6 a 13 da fase de avalia�~ao, temos que

M

0

:= M � D + p(D) e, para toda aresta xy em D, _

0

(p(xy)) � ind(M; _; xy), onde D

�e um onjunto remo�~ao de � em M e p a fun�~ao proje�~ao de D em � . Pelo lema 1.2,

temos que ind(M; _; �) � ind(M

0

; _

0

; �). Agora, utilizando o lema 1.4 onlu��mos que

g(M; �) � g(M

0

; �). Assim, g(M; �) jamais rese durante o algoritmo BR

k

-avalia�~ao.

Com isso podemos onluir a prova do lema. Para qualquer onjunto � om no

m�aximo j terminais temos que g(M

j

; �) � 0 no �m da itera�~ao j do algoritmo BR

k

-

avalia�~ao. 2

Fase de onstru�~ao

Reorde que a fase de avalia�~ao devolve uma �arvore geradora M de G[R℄ e as pilhas

f�

j

g

k

j=3

.

A fase de onstru�~ao utiliza as informa�~oes armazenadas nas pilhas para onstruir uma

�arvore de Steiner de (G;R). A partir de M , as informa�~oes nas pilhas s~ao proessadas

em ordem reversa, isto �e, ome�amos a retirar as informa�~oes armazenadas a partir da

pilha �

k

at�e �

3

.

Iniialmente ome�amos om a �arvore S := M . A ada itera�~ao, desempilha-se um

onjunto remo�~ao D, sua orrespondente fun�~ao proje�~ao p e um onjunto � de terminais.

Seja A a imagem de p. Restauramos M , removendo A e inluindo D. Alteramos S de

forma que seu usto n~ao suba muito e, no �m da itera�~ao, este n~ao ontenha nenhuma

aresta de A.

Ap�os o proessamento de todas as informa�~oes das pilhas, o algoritmo devolve S omo

solu�~ao. Veja na �gura 3.2 a desri�~ao preisa da fase de onstru�~ao.

Denote por S

j

os valores de S no in��io do para da linha 2 do algoritmo para j =

k; : : : ; 3.

Seja 

+

uma fun�~ao usto sobre as arestas de S de�nida do seguinte modo:
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Algoritmo BR

k

-onstru�~ao(G;R;M; f�

j

g

k

j=3

)

1 S :=M ;

2 Para j de k at�e 3 fa�a

3 Enquanto �

j

6= ; fa�a

4 Desempilha [�;D; p; _℄ de �

j

;

5 Seja A a imagem de p;

6 M := M � A +D;

7 Se A � E

S

ent~ao

8 Seja T

�

�

uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; �);

9 V

S

:= V

S

[ V S(T

�

�

);

10 E

S

:= E

S

n A;

11 Para ada aresta e em T

�

�

fa�a

12 Se E

S

[ feg n~ao forma iruito ent~ao

13 E

S

:= E

S

[ feg;

14 Sen~ao

15 Para ada aresta f em A \ E

S

fa�a

16 Seja e em M tal que S � f + e �e onexo e _(e) �e m��nimo;

17 S := S � f + e;

18 Devolva S.

Figura 3.2: Fase de onstru�~ao



+

(e) =

8

>

<

>

:

_(e) se e 2 E

G[R℄

;

(e) aso ontr�ario.

Note que na linha 6 o algoritmo est�a desfazendo as altera�~oes realizadas em M e _

na fase de avalia�~ao. Assim, onsiderando que _ no in��io da fase de onstru�~ao �e _

k

, os

valores de M e _ no in��io do para da linha 2 s~ao, respetivamente, M

j

e _

j

.

O seguinte invariante vale no algoritmo BR

k

-onstru�~ao.

Lema 3.3 Para todo j, k � j � 2, S

j

�e uma �arvore de Steiner de (G;R) e o seu usto

satisfaz o seguinte



+

j

(S

j

) �

8

>

<

>

:

_

k

(M

k

) se j = k;



+

j+1

(S

j+1

) + (j � 1)

P

�2Q(j+1)

g

�

se k > j � 2.

Prova. A prova �e por indu�~ao em j.
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Para j = k as a�rma�~oes do lema s~ao triviais pois no in��io do algoritmo BR

k

-

onstru�~ao S

k

�e igual a M

k

. Suponha que as a�rma�~oes do lema valham para j tal

que k � j > 2.

Vamos provar que S

j�1

�e uma �arvore de Steiner de (G;R) e que seu usto satisfaz



+

j�1

(S

j�1

) � 

+

j

(S

j

) + (j � 2)

P

�2Q(j)

g

�

.

Para isso vamos analisar as altera�~oes realizadas em S e em seu usto no proessamento

de uma qu�adrupla [�;D; p; _℄ desempilhada.

Seja S

0

o valor de S na linha 3 do algoritmo. Mostraremos que mesmo ap�os as modi�-

a�~oes de S

0

o grafo resultante, que hamaremos de S

00

, �e uma �arvore de Steiner de (G;R).

Temos dois trehos do algoritmo que modi�am S

0

(linhas 8 a 13 e 15 a 17).

Mostraremos que ao t�ermino dessas modi�a�~oes S

0

ontinua uma �arvore de Steiner

de (G;R).

Seja T

�

�

uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; �). Nas linhas 8 a 13 inserimos os

v�erties de Steiner de T

�

�

em S

0

e substitu��mos as arestas de A em S

0

por arestas de T

�

�

tomando o uidado de n~ao deixar formar iruitos. Note que ao �m dessas instru�~oes o

grafo resultante �e uma �arvore.

Nas linhas 15 a 17 removemos ada aresta em A \ E

0

S

por uma aresta e em M de tal

modo que S

0

� f + e �e onexo. Como S

0

�e uma �arvore ent~ao S

0

� f + e tamb�em �e uma

�arvore.

Pelas observa�~oes aima e omo S

0

�e uma �arvore de Steiner de (G;R) pode-se onluir

que ap�os proessarmos uma qu�adrupla o grafo S

00

�e uma �arvore de Steiner de (G;R).

Agora vamos analisar o que aontee om 

+

(S

0

) em uma itera�~ao do enquanto na

linha 3. Se todas as arestas de A est~ao em S

0

, substitu��mos A por \algumas" arestas de T

�

�

.

Assim, o novo usto de S

0

�e, no m�aximo, 

+

(S

0

)� _(A) + smt(G; ; �). Pela de�ni�~ao de

ganho temos que



+

(S

0

) � 

+

(S

0

)� ( _(D)� (j� j � 1)g

�

) + ( _(D)� g

�

)

� 

+

(S

0

) + (j� j � 1)g

�

� g

�

� 

+

(S

0

) + (j� j � 2)g

�

:

Agora vamos analisar o aso em que nem todas as arestas de A est~ao em S

0

. Nas

linhas 13 a 15 do algoritmo, substitui-se todas as arestas que est~ao em A e em S

0

por

arestas de M . Seja f := uv uma dessas arestas, onde u; v 2 � . Pela fase de avalia�~ao,

_(f) = ind(M; _; uv) � g

�

. Seja e a aresta em M esolhida na linha 14. Note que e

est�a no aminho em M entre u e v, logo _(e) � ind(M; _; uv). Portanto _(e) � _(f) �

_(e) � ind(M; _; uv) � g

�

. Como jA \ E

0

S

j � j� j � 2, ent~ao ap�os proessarmos todas as

arestas, o usto de S

0

aumenta de no m�aximo (j� j � 2)g

�

.

Portanto, em ambos os asos, o usto de S

0

aumenta de no m�aximo (j� j � 2)g

�

para

ada qu�adrupla desempilhada.

Agora estamos prontos para provar que o lema �e verdadeiro para j � 1. Observe

que, entre S

j

e S

j�1

, s~ao proessadas todas as qu�adruplas armazenadas em �

j�1

.
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Logo, a diferen�a entre os ustos de S

j�1

e S

j

�e no m�aximo o somat�orio dos aumentos

no usto de S para ada qu�adrupla analisada. Lembrando que Q(j � 1) �e o onjunto

de todos os � armazenados em �

j�1

, temos que 

+

j�1

(S

j�1

)�

+

j

(S

j

) � (j�2)

P

�2Q(j)

g

�

. 2

O algoritmo de Berman e Ramayer onsiste da hamada dos algoritmos BR

k

-avalia�~ao

e BR

k

-onstru�~ao. Pelo lema 3.3 �e f�ail ver que a solu�~ao produzida pelo algoritmo �e uma

�arvore de Steiner em (G;R) al�em disso as duas fases do algoritmo de Berman e Ramayer

podem ser implementadas de forma que o onsumo de tempo delas seja polinomial.

3.2 An�alise do algoritmo de Berman e Ramayer

Sejam m

j

e s

j

os valores de _

j

(M

j

) e 

+

j

(S

j

) nos algoritmos BR

k

-avalia�~ao e BR

k

-

onstru�~ao respetivamente, para j = 2; : : : ; k.

Lema 3.4 Sejam m

j

o valor de M

j

na fase de avalia�~ao e t

j

o valor de uma �arvore

j-restrita m��nima T

�

j

de (G; ; R). Ent~ao m

j

� t

j

para j = 2; : : : ; k.

Prova. Sejam �

1

; : : : ; �

l

o onjunto de terminais de ada um dos l omponentes heios

de T

�

j

. Podemos esrever o usto m

j

omo

m

j

= mst(G[R℄; _

j

)�mst(G[R℄; _

j

[�

1

; : : : ; �

l

℄)

=

l

X

i=1

(mst(G[R℄; _

j

[�

1

; : : : ; �

i�1

℄)�mst(G[R℄; _

j

[�

1

; : : : ; �

i

℄))

�

l

X

i=1

(mst(G[R℄; _

j

)�mst(G[R℄; _

j

[�

i

℄)) (3.1)

=

l

X

i=1

(g(M

j

; �

i

) + smt(G; ; �

i

))

�

l

X

i=1

smt(G; ; �

i

) = (T

�

j

) = t

j

: (3.2)

A desigualdade (3.1) vale pelo orol�ario 1.3 e pela equa�~ao (1.1), e a desigualdade (3.2)

vale pelo lema 3.2, que garante que g(M

j

; �

i

) � 0. 2

A seguir mostramos a prova de uma raz~ao de aproxima�~ao para o algoritmo.

Teorema 3.5 O algoritmo de Berman e Ramayer tem uma raz~ao de aproxima�~ao de, no

m�aximo,

r

2

�

k

X

i=3

r

i�1

� r

i

i� 1

; (3.3)

onde r

k

:= sup

n

smt

k

(G;;R)

smt(G;;R)

o

.
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Prova. Pelos lemas 3.1 e 3.3, temos que

s

j�1

� s

j

� (j � 2)

X

�2Q(j)

g

�

para j = k; : : : ; 3 e

m

j�1

�m

j

= (j � 1)

X

�2Q(j)

g

�

para j = 3; : : : ; k:

Substituindo a segunda express~ao na primeira obtemos que, para j = 3; : : : ; k,

s

j�1

� s

j

�

j � 2

j � 1

(m

j�1

�m

j

)

= (m

j�1

�m

j

)�

1

j � 1

(m

j�1

�m

j

):

Somando-se para todo j, obtemos

s

2

� s

k

� m

2

�m

k

�

k

X

j=3

1

j � 1

(m

j�1

�m

j

);

e omo S

k

= M

k

, onlu��mos que

s

2

� m

2

�

k

X

j=3

1

j � 1

(m

j�1

�m

j

)

=

k�1

X

j=2

m

j

(

1

j � 1

�

1

j

) +

1

k � 1

m

k

: (3.4)

Agora, onsidere uma �arvore j-restrita m��nima T

j

de (G; ; R) e seja t

j

o seu usto. Pelo

lema 3.4, m

j

� t

j

para 2 � j � k. Ent~ao, usando a equa�~ao (3.4), deduzimos que

s

2

�

k�1

X

j=2

m

j

(

1

j � 1

�

1

j

)

| {z }

�0

+

1

k � 1

m

k

�

k�1

X

j=2

t

j

(

1

j � 1

�

1

j

) +

1

k � 1

t

k

= t

2

�

k

X

j=3

t

j�1

� t

j

j � 1

:

Dividindo tudo pelo usto de uma �arvore de Steiner m��nima de (G;R; ), obtemos

s

2

smt(G; ; R)

�

t

2

smt(G; ; R)

�

k

X

j=3

t

j�1

� t

j

smt(G; ; R)(j � 1)

= r

2

�

k

X

j=3

r

j�1

� r

j

j � 1

: 2
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3.3 Compara�~ao om o algoritmo das �arvores 3 - res-

tritas

Se, na fase de avalia�~ao do algoritmo de Berman e Ramayer para k = 3, esolhemos

as triplas em ordem do ganho | as de ganho maior primeiro | ent~ao o algoritmo de

Berman e Ramayer reduz-se ao algoritmo das �arvores 3-restritas.

O lema 2.2 no fundo garante que apenas as triplas esolhidas pelo algoritmo das �arvores

3-restritas s~ao empilhadas e que, na fase de onstru�~ao, a ondi�~ao da linha 7 est�a sempre

satisfeita, ou seja, uma �arvore de Steiner de uma tripla empilhada na fase de avalia�~ao

ser�a inlu��da na �arvore �nal.
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Cap��tulo 4

Algoritmo do ganho relativo

Os algoritmos das �arvores 3-restritas e o de Berman e Ramayer utilizam a fun�~ao

ganho para esolher �arvores k-restritas m��nimas, onde k = 3 para o primeiro algoritmo

e k �e uma onstante �xa maior ou igual a 3 para o segundo. Os v�erties de Steiner dessas

�arvores esolhidas omp~oem, junto om os terminais, uma �arvore de Steiner produzida

por esses dois algoritmos omo solu�~ao do psg.

O algoritmo do ganho relativo, tamb�em proposto por Zelikovsky [49℄, �e guloso e utiliza

a mesma id�eia de esolher �arvores k-restritas m��nimas para melhorar o usto da solu�~ao

orrente. A diferen�a fundamental entre este algoritmo e os anteriores est�a no proesso

de esolha das �arvores k-restritas.

Novamente, o algoritmo que apresentaremos onsiste na verdade em uma fam��lia de

algoritmos | um algoritmo para ada valor de k. Assim, assumimos no restante do

ap��tulo que k �e uma onstante �xa maior ou igual a 3.

4.1 Ganho relativo

Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade

triangular e R um onjunto de v�erties | os terminais. Considere tamb�em a restri�~ao _

de  a G[R℄, uma �arvore geradora m��nima M de (G[R℄; _) e um subonjunto � de R. O

ganho relativo de � em M , denotado por g

r

(M; �), �e a raz~ao entre o usto de uma �arvore

de Steiner m��nima de (G; ; �) e o usto de um onjunto remo�~ao de � emM . Em f�ormula,

g

r

(M; �) :=

smt(G; ; �)

ind(M; _; �)

: (4.1)

Note que �ou impl��ita a dependênia do ganho relativo das fun�~oes  e _.

4.2 Desri�~ao do algoritmo

A entrada do algoritmo �e um grafo ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

sa-
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tisfazendo a desigualdade triangular e um onjunto R de v�erties de G. Como sa��da, o

algoritmo produz uma �arvore de Steiner de (G;R) ujo usto dividido pelo usto de uma

solu�~ao �otima do psg para (G; ; R) �e no m�aximo (1 + ln(

r

2

r

k

))r

k

. Quando k rese, essa

delimita�~ao se aproxima de 1 + ln(r

2

) = 1 + ln(2) < 1;694.

Seja _ a restri�~ao de  a G[R℄ e, para um onjunto � de no m�aximo k terminais, denote

por T

�

uma �arvore de Steiner m��nima de (G; ; �).

O algoritmo ome�a om uma �arvore geradora m��nimaM de (G[R℄; _) e um onjuntoW

de v�erties, iniialmente vazio. Em ada itera�~ao, o algoritmo esolhe um onjunto � e

onstr�oi T

�

e um onjunto remo�~ao D de � em M que minimiza g

r

(M; �). O algoritmo

adiiona os v�erties de Steiner de T

�

a W e zera o usto _(e) de ada aresta e em G[R℄

que est�a na imagem da fun�~ao proje�~ao de D em � . Al�em disso, o algoritmo altera M de

forma a mantê-la uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _). O algoritmo p�ara quando o

usto de M �e igual a zero. Neste ponto o algoritmo devolve uma �arvore geradora m��nima

em (G[R [W ℄; ). Na �gura 4.1 est�a a desri�~ao preisa do algoritmo do ganho relativo.

Algoritmo do ganho relativo(G; ; R)

1 Seja _

0

a restri�~ao de  a G[R℄;

2 Seja M

0

uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

0

);

3 i := 1;

4 W

0

:= ;;

5 Enquanto _

i�1

(M

i�1

) > 0 fa�a

6 Seja �

i

� R om 2 � j�

i

j � k e g

r

(M

i�1

; �

i

) m��nimo;

7 Seja T

i

uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; �

i

);

8 W

i

:= W

i�1

[ V S(T

i

);

9 Seja D

i

um onjunto remo�~ao de �

i

em M

i�1

;

10 Seja p a fun�~ao proje�~ao de D

i

em �

i

relativa a M

i�1

;

11 A

i

:= ;;

12 

i

:= 

i�1

;

13 Para ada e em D

i

fa�a

14 _

i

(p(e)) := 0;

15 A

i

:= A

i

[ fp(e)g;

16 M

i

:= M

i�1

�D

i

+ A

i

;

17 i := i+ 1;

18 f := i� 1;

19 Seja T uma �arvore geradora m��nima de (G[R [W

f

℄; );

20 Devolva T .

Figura 4.1: Algoritmo do ganho relativo
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Note que

g

r

(M

i�1

; �

i

) :=

smt(G; ; �

i

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

i

)

� 1; (4.2)

pois existe � tal que g

r

(M

i�1

; �) = 1. Basta tomar omo � os extremos de uma aresta de

M

0

\M

i�1

. (Se n~ao h�a nenhuma aresta em M

0

\M

i�1

, ent~ao o usto de M

i�1

�e nulo e

o algoritmo teria parado.) Al�em disso, note que o algoritmo do ganho relativo pode ser

implementado de forma que seu onsumo de tempo seja polinomial no tamanho da sua

entrada.

4.3 An�alise do algoritmo do ganho relativo

O lema a seguir mostra a rela�~ao entre a �arvore devolvida omo solu�~ao pelo algoritmo

e as �arvores de Steiner esolhidas durante o algoritmo.

Lema 4.1 Seja T a solu�~ao produzida pelo algoritmo do ganho relativo e T

1

; : : : ; T

f

as

�arvores de Steiner esolhidas. Temos que

(T ) �

f

X

j=1

(T

j

):

Prova. Seja T

0

:=

S

f

j=1

T

j

. Para provar o lema �e su�iente mostrar que T

0

�e onexo e que

seu onjunto de v�erties �e igual ao onjunto de v�erties de T .

Suponha por absurdo que T

0

n~ao �e onexo. Logo existem pelo menos dois ompo-

nentes A e B em T

0

. Como T

0

�e formado pela uni~ao de T

j

para j = 1; : : : ; f ent~ao em

ada um dos omponentes A e B existe pelo menos um terminal. Seja xy uma aresta deM

0

tal que x est�a em A e y est�a em B. Note que n~ao existe nenhum T

j

, j = 1; : : : ; f , que

ontenha x e y, logo xy est�a em M

f

e g

r

(M

f

; fx; yg) = 1. Portanto 

f

(xy) = 

0

(xy) > 0

ontrariando a ondi�~ao de parada do algoritmo. Assim, podemos onluir que T

0

�e

onexo.

A uni~ao dos v�erties de Steiner das �arvores de Steiner esolhidas pelo algoritmo �e

igual a W

f

. Suponha por absurdo que existe um v�ertie v em R tal que v n~ao est�a em T

0

.

Note que existe uma aresta uv em M

0

para algum u em R e tal aresta est�a em M

f

j�a

que v n~ao est�a em nenhum T

j

. Al�em disso _

f

(uv) = _

0

(uv) > 0, ou seja, _(M

f

) > 0, uma

ontradi�~ao. Logo o onjunto de v�erties de T �e igual ao onjunto de v�erties de T

0

. 2

O pr�oximo lema mostra um delimitador superior da raz~ao entre o usto da solu�~ao

produzida pelo algoritmo do ganho relativo e do usto de uma �arvore k-restrita m��nima

de (G; ; R).

Lema 4.2 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. O usto da solu�~ao do algoritmo
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do ganho relativo sobre o usto de uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; R) �e no m�aximo

(1 + ln

r

2

r

k

).

Prova. Seja T

�

uma �arvore k-restrita m��nima em (G; ; R) e, para ada omponente

heio T

�

j

de T

�

, onsidere �

�

j

os v�erties terminais de T

�

j

para 1 � j � l.

Em ada itera�~ao, o algoritmo esolhe um onjunto �

i

de no m�aximo k terminais que

minimiza o ganho relativo. Assim,

g

r

(M

i�1

; �

i

) � min

j

n

g

r

(M

i�1

; �

�

j

)

o

: (4.3)

Sabemos que, para n�umeros n~ao-negativos a

j

e b

j

, 1 � j � l,

min

j

a

j

b

j

�

P

j

a

j

P

j

b

j

:

Tomando a

j

= (T

�

j

) e b

j

= ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

) e, utilizando (4.1) e (4.3), temos que

g

r

(M

i�1

; �

i

) � min

j

(

(T

�

j

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

)

)

�

P

j

(T

�

j

)

P

j

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

)

: (4.4)

Pelo orol�ario 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade aima pode ser

substitu��do por

l

X

j=1

ind(M

0

j

; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

j�1

℄; �

�

j

);

onde M

0

j

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

j�1

℄) e que, pela de�ni�~ao

de ��ndie, �e uma soma teles�opia. Assim

g

r

(M

i�1

; �

i

) �

smt

k

(G; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

l

℄)

=

smt

k

(G; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)

; (4.5)

j�a que mst(G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

l

℄) = 0 pois

S

l

j=1

T

�

j

= T

�

e oneta R.

Sejam m

i

:= mst(G[R℄; _

i

), smt

k

:= smt

k

(G; ; R) e smt := smt(G; ; R). Usando a

de�ni�~ao de ganho relativo, temos que

g

r

(M

i�1

; �

i

) =

(T

i

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

i

)

=

(T

i

)

m

i�1

�m

i

:

Portanto, apliando as desigualdades (4.2) e (4.5),

f

X

i=1

(T

i

) =

f

X

i=1

g

r

(M

i�1

; �

i

)(m

i�1

�m

i

)

�

f

X

i=1

min

(

1;

smt

k

m

i�1

)

(m

i�1

�m

i

): (4.6)
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Note que a seq�uênia m

0

; m

1

; : : : ; m

f

, que s~ao os ustos das �arvores geradoras m��nimas

em ada itera�~ao do algoritmo, �e monotoniamente deresente, sendo que m

f

= 0 e

m

0

= mst(G[R℄; _). Assim, estimamos o somat�orio em (4.6) por uma integral do seguinte

modo

f

X

i=1

min

(

1;

smt

k

m

i�1

)

(m

i�1

�m

i

) �

f

X

i=1

Z

m

i�1

m

i

min

�

1;

smt

k

x

�

dx

�

Z

m

0

m

f

min

�

1;

smt

k

x

�

dx

=

Z

smt

k

0

dx+ smt

k

Z

m

0

smt

k

1

x

dx

= smt

k

+ smt

k

�

ln

m

0

smt

k

�

= smt

k

�

1 + ln

m

0

smt

smt

smt

k

�

= smt

k

�

1 + ln

r

2

r

k

�

: (4.7)

Do lema 4.1 e das desigualdades (4.6) e (4.7), temos que

(T ) �

f

X

i=1

(T

i

) � (1 + ln

r

2

r

k

)smt

k

(G; ; R): 2

Abaixo segue a prova de uma raz~ao de aproxima�~ao para o algoritmo do ganho relativo.

Teorema 4.3 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. O usto de uma solu�~ao do

algoritmo do ganho relativo para (G; ; R) sobre o usto de uma �arvore de Steiner m��nima

de (G; ; R) �e no m�aximo (1 + ln

r

2

r

k

)r

k

.

Prova. Seja T a solu�~ao produzida pelo algoritmo do ganho relativo. Pelo lema 4.2,

temos que

(T )

smt(G; ; R)

=

(T )

smt

k

(G; ; R)

�

smt

k

(G; ; R)

smt(G; ; R)

=

(T )

smt

k

(G; ; R)

r

k

�

�

1 + ln

r

2

r

k

�

r

k

: 2

Para k su�ientemente grande, a delimita�~ao aima se aproxima de 1 + ln 2 < 1;694.

Similarmente ao algoritmo de Berman e Ramayer, n~ao se onhee uma instânia do

psg que resulte exatamente na raz~ao de aproxima�~ao demonstrada para o algoritmo do

ganho relativo. A instânia que resultou na maior raz~ao de aproxima�~ao onheida para

o algoritmo do ganho relativo foi exibida por Gr�opl, Hougardy, Nierho� e Pr�omel [22℄. A

raz~ao de aproxima�~ao obtida foi de 1;33 para k su�ientemente grande.
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Cap��tulo 5

Algoritmo do pr�e-proessamento

Com exe�~ao do algoritmo de Berman e Ramayer, os algoritmos das �arvores 3-restritas

e do ganho relativo s~ao gulosos. Em ada itera�~ao eles esolhem um onjunto � de no

m�aximo k terminais e uma �arvore de Steiner sobre � que sejam �otimos segundo algum

rit�erio de esolha e aresentam os v�erties de Steiner dessa �arvore a um onjunto W .

Se onsiderarmos o valor de smt(G; ; R [ W ) durante a exeu�~ao de ada um desses

algoritmos, esse n�umero pode aumentar quando o algoritmo esolhe um v�ertie de Steiner

\errado" para inluir em W .

Karpinski e Zelikovsky [31℄ apresentam uma maneira de levar em onta esse aumento.

O algoritmo proposto por eles utiliza o que hamaremos de oresta de terminais m��nima.

Al�em disso, o algoritmo do pr�e-proessamento tamb�em depende de um parâmetro �xo k

que delimita o n�umero de terminais das �arvores k-restritas que o algoritmo seleiona.

5.1 Floresta de terminais e ganho ponderado

SejamG um grafo e R um onjunto de v�erties deG| os terminais. Seja T uma �arvore

de Steiner de (G;R). Lembrando que V S(T ) �e o onjunto de v�erties de Steiner de T ,

um subgrafo F de T �e uma oresta de terminais de (T;R) se, para qualquer v em V S(T ),

existe um aminho em F que oneta v a algum v�ertie de R. Veja a �gura 5.1.

Uma oresta de terminais m��nima F

�

de (T; ; R) �e uma oresta de terminais tal

que, para qualquer oresta de terminais F de (T;R), temos que (F

�

) � (F ). O usto

de F

�

�e o que hamamos de perda de (T; ; R) e denotamos por perda(T; ; R). Note que

perda(T; ; R) =

P

i

perda(T

i

; ; �

i

), onde T

i

�e um omponente heio de T e �

i

:= V T (T

i

).

O lema seguinte nos d�a um importante limitante superior para a perda de uma �arvore

de Steiner.

Lema 5.1 Para qualquer �arvore de Steiner T de (G; ; R), ujos v�erties de Steiner têm

grau pelo menos 3, temos que

perda(T; ; R) �

1

2

(T ):
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PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

Figura 5.1: Uma �arvore de Steiner onde as linhas pontilhadas representam uma oresta

de terminais da �arvore.

Prova. Para provar este lema, basta mostrar que para qualquer omponente heio T

�

de T vale perda(T

�

; ; �) �

1

2

(T

�

), onde � = V T (T

�

).

Seja r um terminal de T

�

. Oriente as arestas de T

�

de forma que T

�

torne-se uma

�arvore enraizada em r.

Agora vamos onstruir uma oresta de terminais. Para ada v�ertie de Steiner s,

esolha uma das arestas de usto m��nimo, digamos f , entrando em s (note que todo

v�ertie de Steiner tem pelo menos uma aresta entrando nele). Seja F o onjunto das

arestas esolhidas | F �e uma oresta de terminais. De fato, todo v�ertie de Steiner est�a

onetado em F a uma folha da �arvore, que �e um terminal. O usto de F �e n~ao mais

que

1

2

(T

�

) pois, para ada aresta e em F , h�a pelo menos uma aresta de T

�

fora de F de

usto pelo menos (e), j�a que ada v�ertie de Steiner em T

�

tem grau pelo menos 3. Veja

a �gura 5.2. 2

Note que toda �arvore de Steiner T pode ser transformada em uma �arvore de Steiner

om usto no m�aximo (T ) onde ada v�ertie de Steiner tem grau no m��nimo três. A

primeira observa�~ao �e que podemos remover de T os v�erties de Steiner de grau zero ou

um. Se um v�ertie de Steiner v tem grau dois, exlua v e as arestas inidentes a v de T

e insira a aresta em G que oneta os dois v�erties adjaentes a v em T . Por ausa da

desigualdade triangular, se denotarmos por T

0

a �arvore resultante, temos que (T

0

) � (T ).

Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade

triangular e R um onjunto de v�erties | os terminais. Dados uma fun�~ao _ de E

G[R℄

em Q

>0

, uma �arvore geradora m��nima M de (G[R℄; _) e um onjunto � de terminais, o
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7

PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

Figura 5.2: (a) Um omponente heio T

�

de T . (b) Uma �arvore enraizada T

�

om raiz no

v�ertie 1. Linhas pontilhadas representam arestas da oresta de terminais de T

�

.

ganho ponderado de � em M , denotado por g

p

(M; �), �e dado por

g

p

(M; �) := min

T

�

(

(T

�

) +

1

2

perda(T

�

; ; �)

ind(M; _; �)

)

; (5.1)

onde o m��nimo �e tomado dentre todas as �arvores k-restritas T

�

de (G; �).

Note que est�a impl��ita a dependênia do ganho ponderado das fun�~oes  e _.

5.2 Desri�~ao do algoritmo

A entrada do algoritmo �e um grafo ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

sa-

tisfazendo a desigualdade triangular e um onjunto R de v�erties de G. Como sa��da, o

algoritmo produz uma �arvore de Steiner de (G;R) ujo usto dividido pelo usto de uma

solu�~ao �otima do psg, para k su�ientemente grande, �e no m�aximo 1;645.

Seja _ a restri�~ao de  aG[R℄. O algoritmo ome�a om uma �arvore geradora m��nimaM

de (G[R℄; _) e um onjunto W de v�erties, iniialmente vazio. Em ada itera�~ao, o algo-

ritmo esolhe uma �arvore k-restrita de (G; ; �) om � � R e j� j � k (note que k est�a

�xo durante o algoritmo) que minimize g

p

(M; �) e onstr�oi um onjunto remo�~ao D

�

de �

em M . O algoritmo adiiona os v�erties de Steiner de T

�

a W e zera o usto _(e) de

ada aresta e em G[R℄ que est�a na imagem da fun�~ao proje�~ao de D

�

em � . Al�em disso,

o algoritmo altera M de forma a mantê-la uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _). O
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algoritmo p�ara quando _(M) = 0. Neste ponto, o algoritmo exeuta o algoritmo do ga-

nho relativo para (G; ; R [W ). Na �gura 5.3, est�a a desri�~ao preisa do algoritmo do

pr�e-proessamento.

Algoritmo do pr�e-proessamento(G; ; R)

1 Seja _

0

a restri�~ao de  a G[R℄;

2 Seja M

0

uma �arvore geradora m��nima em (G[R℄; _

0

);

3 i := 1;

4 Enquanto _

i�1

(M

i�1

) > 0 fa�a

5 Seja �

i

tal que �

i

� R, 2 � j�

i

j � k, e g

p

(M

i�1

; �

i

) �e m��nimo;

6 Seja T

i

uma �arvore k-restrita de (G; �

i

) tal que

g

p

(M

i�1

; �

i

) =

(T

i

)+

1

2

perda(T

i

;;�

i

)

ind(M

i�1

; _

i�1

;�

i

)

;

7 W :=W [ V S(T

i

);

8 Seja D

i

um onjunto remo�~ao de �

i

em M

i�1

;

9 Seja p a fun�~ao proje�~ao de D

i

em �

i

relativa a M

i�1

;

10 A

i

:= ;;

11 _

i

:= _

i�1

;

12 Para ada e em D

i

fa�a

13 _

i

(p(e)) := 0;

14 A

i

:= A

i

[ fp(e)g;

15 M

i

:= M

i�1

�D

i

+ A

i

;

16 i := i+ 1;

17 f := i� 1;

18 Seja T

0

a sa��da do algoritmo do ganho relativo para (G; ; R [W );

19 Devolva T

0

.

Figura 5.3: Algoritmo do pr�e-proessamento

Note que o algoritmo do pr�e-proessamento pode ser implementado de forma que seu

onsumo de tempo seja polinomial.

Como

(T

�

) +

1

2

perda(T

�

; ; �)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �)

= 1;

quando � �e o onjunto dos extremos de uma aresta de M

i�1

om usto diferente de zero

e T

�

�e uma �arvore k-restrita de (G; �), temos que

g

p

(M

i�1

; �

i

) =

(T

i

) +

1

2

perda(T

i

; ; �

i

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

i

)

� 1: (5.2)
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5.3 An�alise do algoritmo do pr�e-proessamento

O algoritmo ser�a analisado em duas fases. A primeira fase ompreende as linhas 1

a 17 do algoritmo e a segunda fase orresponde �a exeu�~ao do algoritmo do ganho relativo

(linha 18). O seguinte lema orresponde �a an�alise da primeira fase.

Lema 5.2 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. Se T

1

; : : : ; T

f

s~ao as �arvores k-

restritas esolhidas pelo algoritmo do pr�e-proessamento para (G; ; R) e �

1

; : : : ; �

f

seus

respetivos onjuntos de terminais, ent~ao

f

X

i=1

((T

i

) +

1

2

perda(T

i

; ; �

i

)) �

5

4

smt

k

(G; ; R)

 

1 + ln

4

5

mst(G[R℄; )

smt

k

(G; ; R)

!

:

Prova. Seja T

�

uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; R) e, para ada omponente

heio T

�

j

de T

�

, onsidere �

�

j

os terminais de T

�

j

para 1 � j � l. Por (5.1), temos que

g

p

(M

i�1

; �

�

j

) �

(T

�

j

) +

1

2

perda(T

�

j

; ; �

�

j

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

)

:

Pela esolha de �

i

na linha 5 do algoritmo, temos que

g

p

(M

i�1

; �

i

) � min

j

n

g

p

(M

i�1

; �

�

j

)

o

� min

j

(

(T

�

j

) +

1

2

perda(T

�

j

; ; �

�

j

)

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

)

)

: (5.3)

Sabemos que, para n�umeros n~ao-negativos a

j

e b

j

, 1 � j � l,

min

j

a

j

b

j

�

P

j

a

j

P

j

b

j

:

Tomando-se a

j

= (T

�

j

) +

1

2

perda(T

�

j

; ; �

�

j

) e b

j

= ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

), por (5.3), temos

que

g

p

(M

i�1

; �

i

) �

P

j

((T

�

j

) +

1

2

perda(T

�

j

; ; �

�

j

))

P

j

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

�

j

)

:

Pelo orol�ario 1.3, o denominador do lado direito da desigualdade aima pode ser

substitu��do. Assim, obtemos

g

p

(M

i�1

; �

i

) �

P

l

j=1

((T

�

j

) +

1

2

perda(T

�

j

; ; �

�

j

))

P

l

j=1

ind(M

0

j

; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

j�1

℄; �

�

j

)

;

onde M

0

j

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

j�1

℄). Pelo lema 5.1 e por

que

P

l

j=1

(T

�

j

) = (T

�

) = smt

k

(G; ; R), temos que

g

p

(M

i�1

; �

i

) �

smt

k

(G; ; R) +

1

2

�

1

2

smt

k

(G; ; R)

P

l

j=1

ind(M

0

; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

j�1

℄; �

�

j

)

:
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Pela de�ni�~ao de ��ndie, o denominador do lado direito da desigualdade aima �e uma

soma teles�opia. Ent~ao

g

p

(M

i�1

; �

i

) �

5

4

smt

k

(G; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

l

℄)

=

5

4

smt

k

(G; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)

; (5.4)

j�a que mst(G[R℄; _

i�1

[�

�

1

; : : : ; �

�

l

℄) = 0 pois

S

l

j=1

T

�

j

= T

�

e oneta R.

Para simpli�ar as f�ormulas, sejam m

i

:= mst(G[R℄; _

i

), perda

i

:=

perda(T

i

; ; �

i

), smt

k

:= smt

k

(G; ; R) e smt := smt(G; ; R). Usando a de�ni�~ao

de ganho ponderado, temos que

g

p

(M

i�1

; �

i

) =

(T

i

) +

1

2

perda

i

ind(M

i�1

; _

i�1

; �

i

)

=

(T

i

) +

1

2

perda

i

m

i�1

�m

i

:

Portanto, apliando-se a igualdade aima e as desigualdades (5.2) e (5.4),

f

X

i=1

((T

i

) +

1

2

perda

i

) =

f

X

i=1

g

r

(M

i�1

; �

i

)(m

i�1

�m

i

)

�

f

X

i=1

min

(

1;

5

4

smt

k

m

i�1

)

(m

i�1

�m

i

): (5.5)

Note que a seq�uênia m

0

; m

1

; : : : ; m

f

, que s~ao os ustos das �arvores geradoras m��nimas

em ada itera�~ao do algoritmo, �e monotoniamente deresente, sendo que m

f

= 0 e m

0

=

mst(G[R℄; _). Assim, podemos limitar o somat�orio em (5.5) por uma integral do seguinte

modo.

f

X

i=1

min

(

1;

5

4

smt

k

m

i�1

)

(m

i�1

�m

i

) �

f

X

i=1

Z

m

i�1

m

i

min

�

1;

5

4

smt

k

x

�

dx

=

Z

m

0

m

f

min

�

1;

5

4

smt

k

x

�

dx

=

Z
5

4

smt

k

0

dx+

5

4

smt

k

Z

m

0

5

4

smt

k

1

x

dx

=

5

4

smt

k

+

5

4

smt

k

 

ln

m

0

5

4

smt

k

!

=

5

4

smt

k

�

1 + ln

4

5

m

0

smt

k

�

;

e om isso onlu��mos a prova do lema. 2

A seguir vamos nos dediar �a an�alise da segunda fase do algoritmo do pr�e-proessamen-

to. Primeiramente mostraremos um delimitador superior no usto de uma �arvore k-restrita

m��nima de (G; ; R [W ).
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Lema 5.3 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular, R um onjunto de v�erties de G e W o onjunto de v�erties

de G onstru��do na primeira fase do algoritmo do pr�e-proessamento. Se T

1

; : : : ; T

f

s~ao

as �arvores k-restritas seleionadas pelo algoritmo do pr�e-proessamento para (G; ; R) e

�

1

; : : : ; �

f

seus respetivos onjuntos de terminais, ent~ao

smt

k

(G; ; R [W ) � smt

k

(G; ; R) +

f

X

i=1

perda(T

i

; ; �

i

):

Prova. Seja T

�

uma �arvore k-restrita m��nima de (G; ; R) e F

i

uma oresta de terminais

m��nima de (T

i

; ; �

i

) para 1 � i � f . Para provar o lema, basta mostrar que o grafo

T

�

+ F

1

+ � � �+ F

f

ont�em uma �arvore k-restrita de (G;R [W ).

Primeiro note que T

�

+ F

1

+ � � � + F

f

�e onexo, pois

S

f

i=1

�

i

= R, todo omponente

onexo de F

i

ont�em pelo menos um terminal de �

i

e T

�

oneta todos os terminais.

Assim, seja T

0

uma �arvore geradora de T

�

+ F

1

+ � � �+ F

f

. Basta mostrar que T

0

�e uma

�arvore k-restrita de (G;R [W ).

Note que toda aresta de F

i

que est�a em T

0

�e um omponente heio de T

0

, pois

todo v�ertie de F

i

�e terminal em T

0

. (Para todo 1 � i � f , temos que V S(T

i

) � W .)

Os demais omponentes heios de T

0

s~ao sub�arvores de omponentes heios de T

�

e

portanto têm no m�aximo o mesmo n�umero de folhas que o orrespondente omponente

heio de T

�

, ou seja, s~ao tamb�em k-�arvores. Logo T

0

k

�e uma �arvore k-restrita de

(G;R [W ) e de fato T

�

+ F

1

+ � � � + F

f

ont�em uma �arvore k-restrita de (G;R [W ).

Como smt

k

(G; ; R[W ) � (T

0

) � smt

k

(G; ; R) +

P

f

i=1

perda(T

i

; ; �

i

), o lema segue. 2

O teorema abaixo mostra uma raz~ao de aproxima�~ao para o algoritmo do pr�e-proes-

samento.

Teorema 5.4 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo

a desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. A raz~ao entre o usto da

solu�~ao do algoritmo do pr�e-proessamento e o usto de uma �arvore de Steiner m��nima

de (G; ; R) �e menor que 1;645 para k su�ientemente grande.

Prova. Considere o onjunto W de v�erties de Steiner onstru��do pelo algoritmo e se-

jam T

1

; : : : ; T

f

as �arvores k-restritas m��nimas seleionadas pelo algoritmo para (G; ; R) e

�

1

; : : : ; �

f

seus respetivos onjuntos de terminais. Para simpliar, denotemosmst(G[R℄; )

por mst, smt(G; ; R) por smt, smt

k

(G; ; R) por smt

k

e smt

k

(G; ; R [W ) por smt

0

k

.

Pelo lema 4.2 do algoritmo do ganho relativo, temos que

(T

0

) �

 

1 + ln

mst

smt

0

k

!

smt

0

k

�

 

1 + ln

P

f

i=1

(T

i

)

smt

0

k

!

smt

0

k

; (5.6)

pois mst �

P

f

i=1

(T

i

).
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Seja

B

k

:=

5

4

smt

k

�

1 + ln

4

5

mst

smt

k

�

:

Pelo lema 5.2, temos que

f

X

i=1

(T

i

) � B

k

�

1

2

f

X

i=1

perda(T

i

; ; �

i

) =

1

2

(2B

k

�

f

X

i=1

perda(T

i

; ; �

i

))

e, ombinando o lema 5.3, onlu��mos que

f

X

i=1

(T

i

) �

1

2

(2B

k

+ smt

k

� smt

0

k

): (5.7)

Apliando-se (5.7) em (5.6), deduzimos que

(T

0

) �

 

1 + ln

2B

k

+ smt

k

� smt

0

k

2smt

0

k

!

smt

0

k

= f

 

a

k

� smt

0

k

2

!

; (5.8)

onde a

k

:= 2B

k

+ smt

k

e

f(x) =

�

1 + ln

x

a

k

� 2x

�

(a

k

� 2x):

Mas o m�aximo da fun�~ao f(x) �e atingido quando a sua derivada �e nula, ou seja, quando

a

k

� 2x

2x

= ln

x

a

k

� 2x

: (5.9)

De�nindo y =

a

k

�2x

2x

, a equa�~ao aima orresponde a y = ln

1

2y

, uja solu�~ao �e y

0

:=

0;3515 : : :. Portanto, omo a solu�~ao de (5.9) �e x

0

:=

a

k

2(1+y

0

)

, ent~ao o m�aximo da

fun�~ao f(x) �e

f(x

0

) =

 

1 + ln

x

0

2x

0

y

0

!

2x

0

y

0

= (1 + y

0

)2y

0

a

k

2(1 + y

0

)

= a

k

y

0

= (2B

k

+ smt

k

)y

0

;

pois a

k

� 2x

0

= 2x

0

y

0

e y

0

= ln

1

2y

0

.

Assim, de (5.8), onlu��mos que

(T

0

) � f(x

0

) = (2B

k

+ smt

k

)y

0

;
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e o limite da raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo do pr�e-proessamento quando k tende a

in�nito �e

lim

k!1

(T

0

)

smt

� lim

k!1

(smt

k

+ 2B

k

) y

0

smt

= y

0

�

lim

k!1

smt

k

smt

+ 2 lim

k!1

B

k

smt

�

� y

0

�

1 +

5

2

�

1 + ln

8

5

��

� 1;6443 : : : :

Portanto, para k su�ientemente grande, temos que

(T

0

)

smt

< 1;645: 2

A esolha de 1=2 omo fator multipliativo da perda na de�ni�~ao do ganho ponderado

resulta na melhor raz~ao de aproxima�~ao obtida por esta an�alise e, omo nos algoritmos

anteriores, n~ao se onhee instânia do psg que, quando exeutado o algoritmo do pr�e-

proessamento, resulte na raz~ao de aproxima�~ao demonstrada.

Hougardy e Pr�omel [27℄ generalizaram o algoritmo do pr�e-proessamento. Ao inv�es

de duas fases, o algoritmo proposto por eles �e omposto por n fases. Basiamente, em

ada uma delas o algoritmo esolhe algumas �arvores k-restritas e adiiona seus v�erties

de Steiner ao onjunto de terminais formando um novo onjunto de terminais para a fase

seguinte proessar. Eles mostraram que este algoritmo atinge uma raz~ao de aproxima�~ao

de no m�aximo 1;598 para n e k su�ientemente grandes.
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Cap��tulo 6

Algoritmo de Robins e Zelikovsky

Este algoritmo, projetado por Robins e Zelikovsky [42℄, �e o melhor algoritmo de apro-

xima�~ao onheido para o psg at�e o momento. Como os algoritmos apresentados nos

ap��tulos anteriores, ele tamb�em utiliza �arvores k-restritas, onde k �e uma onstante �xa

maior ou igual a 3, para produzir omo solu�~ao uma �arvore de Steiner.

A novidade deste algoritmo em rela�~ao aos anteriores est�a na utiliza�~ao do ganho

relativo �a perda e da ontra�~ao de orestas de terminais. A ontra�~ao de orestas de

terminais de (T

�

; �) em ontraposi�~ao �a ontra�~ao de T

�

possibilita a esolha, em uma

itera�~ao futura, de uma �arvore k-restrita que ontenha mais de um terminal de uma

�arvore k-restrita j�a esolhida. Com exe�~ao do algoritmo de Berman e Ramayer, essa

possibilidade n~ao existe nos algoritmos anteriores.

6.1 Contra�~ao de orestas de terminais e ganho re-

lativo �a perda

Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade

triangular e R um onjunto de v�erties | os terminais. Considere tamb�em uma fun�~ao _

de E

G[R℄

em Q

>0

, um onjunto de pelo menos dois terminais � , uma �arvore de Steiner T

�

de (G; �) e uma oresta de terminais m��nima F de (T

�

; ; �).

Para ada aresta e de T

�

�F seja q(e) a aresta de G[R℄ ujos extremos s~ao os terminais

de ada um dos omponentes de F onetados pela aresta e. Se j� j = 2 ent~ao e = q(e).

A ontra�~ao de F em _ �e a fun�~ao que denotamos por _[T

�

; F ℄ de E

G[R℄

em Q

>0

, de�nida

por

_[T

�

; F ℄(f) =

8

>

<

>

:

_(f) se f 6= q(e) para todo e em E

T

�

�F

;

minf _(f); (e)g se f = q(e) para algum e em E

T

�

�F

.

Para simpli�ar, denotamos _[T

1

; F

1

℄[T

2

; F

2

℄ � � � [T

i

; F

i

℄ por _[T

1

: : : T

i

; F

1

: : : F

i

℄.
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A fun�~ao q de�nida nas arestas de T

�

�F �e denominada de proje�~ao da ontra�~ao de F

em T

�

relativa a G[R℄. Denotamos por Q(T

�

; F ) a imagem da fun�~ao q. Veja na �gura 6.1

um exemplo de ontra�~ao de orestas de terminais. Seja T o omponente heio da �gura.

As linhas grossas representam as arestas de uma oresta de terminais m��nima F de T .

Para ada aresta e (linha normal) de T � F , o usto da aresta q(e) (linha pontilhada) �e

alterado para o minf(e); _(q(e))g.

PSfrag replaements

terminal

v�ertie de Steiner

Figura 6.1: Exemplo de ontra�~ao de uma oresta de terminais.

Nosso objetivo, atrav�es do lema a seguir, �e mostrar uma desigualdade envolvendo

oresta de terminais e ontra�~ao de orestas de terminais muito semelhante a uma pro-

priedade de onjunto remo�~ao provada no lema 1.2.

Lema 6.1 Sejam G um grafo,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

, R um onjunto de v�erties

de G, _ a restri�~ao de  a G[R℄, �

1

um onjunto de v�erties de R, T

1

uma �arvore de Steiner

de (G; �

1

) e F

1

uma oresta de terminais m��nima de (T

1

; ; �

1

). Se _

0

�e uma fun�~ao em

E

G[R℄

que oinide om _ exeto em uma aresta e de G[R℄ onde _

0

(e) � _(e), ent~ao

mst(G[R℄; _)�mst(G[R℄; _[T

1

; F

1

℄) � mst(G[R℄; _

0

)�mst(G[R℄; _

0

[T

1

; F

1

℄):

Prova. Sejam e

1

; : : : ; e

j

as arestas de T

1

� F

1

e q a proje�~ao da ontra�~ao de F

1

em T

1

relativa a G[R℄. Seja M

0

uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _) e _

0

= _. Para
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i = 1; : : : ; j, seja _

i

a fun�~ao usto de�nida da seguinte maneira

_

i

(f) =

8

>

<

>

:

_

i�1

(f) se f 6= q(e

i

);

minf _

i�1

(f); (e

i

)g se f = q(e

i

)

e seja M

i

uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

i

). Note que

_

i�1

(M

i�1

)� _

i

(M

i

) = maxf0; ind(M

i�1

; _

i�1

; q(e

i

))� (e

i

)g:

Portanto, omo _

j

= _[T

1

; F

1

℄, temos que

mst(G[R℄; _)�mst(G[R℄; _[T

1

; F

1

℄) =

j

X

i=1

maxf0; ind(M

i�1

; _

i�1

; q(e

i

))� (e

i

)g: (6.1)

Agora, seja _

0

0

= _

0

e _

0

i

uma fun�~ao usto de�nida do seguinte modo

_

0

i

(f) =

8

>

<

>

:

_

i

(f) se f 6= e;

minf _

i

(f); _

0

(e)g se f = e.

Seja

M

0

i

:=

8

>

<

>

:

M

i

se _

0

i

(e) � ind(M

i

; _

i

; e);

M

i

� e

0

+ e se _

0

i

(e) < ind(M

i

; _

i

; e) e e

0

�e o ��ndie de e em M

i

.

Note que M

0

i

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; _

0

i

). Para i = 1; : : : ; j temos, pelo

lema 1.2, que

ind(M

i�1

; _

i�1

; e

i

) � ind(M

0

i�1

; _

0

i�1

; e

i

): (6.2)

Al�em disso,

_

0

i�1

(M

0

i�1

)� _

0

i

(M

0

i

) = maxf0; ind(M

0

i�1

; _

0

i�1

; q(e

i

))� (e

i

)g:

Portanto, omo _

0

j

= _

0

[T

1

; F

1

℄, temos que

mst(G[R℄; _

0

)�mst(G[R℄; _

0

[T

1

; F

1

℄) =

j

X

i=1

maxf0; ind(M

0

i�1

; _

0

i�1

; q(e

i

))� (e

i

)g: (6.3)

Por (6.1), (6.2) e (6.3) podemos onluir que

mst(G[R℄; _)�mst(G[R℄; _[T

1

; F

1

℄) � mst(G[R℄; _

0

)�mst(G[R℄; _

0

[T

1

; F

1

℄): 2
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Corol�ario 6.2 Sejam G um grafo,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

, R um onjunto de

v�erties de G e _ a restri�~ao de  a G[R℄. Respetivamente, sejam �

0

e �

1

onjuntos n~ao-

vazios de v�erties de R, T

0

e T

1

�arvores de Steiner de (G; �

0

) e (G; �

1

), F

0

e F

1

orestas

de terminais m��nima de (T

0

; ; �

0

) e (T

1

; ; �

1

). Ent~ao

mst(G[R℄; _)�mst(G[R℄; _[T

1

; F

1

℄) � mst(G[R℄; _[T

0

; F

0

℄)�mst(G[R℄; _[T

0

; F

0

℄[T

1

; F

1

℄):

Prova. Basta apliar suessivamente o lema 6.1 om ada aresta de Q[T

0

; F

0

℄ no papel

de e. 2

O ganho relativo �a perda de � em _, denotado por g

l

(�; _), �e dado por

g

l

(�; _) := min

T

�

;F

(

perda(T

�

; ; �)

mst(G[R℄; _)�mst(G[R℄; _[T

�

; F ℄)

)

;

onde o m��nimo �e tomado dentre todas as �arvores k-restritas T

�

de (G; �) e todas as orestas

de terminais m��nimas F de (T

�

; ; �). Se o denominador for nulo, onsidere g

l

(�; _) := +1.

Note que o denominador do ganho relativo �a perda �e uma variante do usto de um

onjunto remo�~ao, que utiliza a ontra�~ao de orestas de terminais no lugar da fun�~ao

redu�~ao.

6.2 Desri�~ao do algoritmo

O algoritmo depende de um parâmetro �xo k. A entrada do algoritmo �e um grafo

ompleto G, uma fun�~ao  de E

G

em Q

>0

satisfazendo a desigualdade triangular e um

onjunto R de v�erties de G. Como sa��da, o algoritmo produz uma �arvore de Steiner de

(G;R) ujo usto dividido pelo usto de uma solu�~ao �otima do psg para (G; ; R), para k

su�ientemente grande, �e no m�aximo 1;55.

O algoritmo ome�a om uma fun�~ao _ que iniialmente �e a restri�~ao de  a G[R℄ e um

onjunto W de v�erties iniialmente vazio. Em ada itera�~ao, o algoritmo esolhe � � R

om 3 � j� j � k, uma �arvore k-restrita T

�

de (G; �) e uma oresta de terminais F

de (T

�

; �) que minimiza g

l

(�; _). O algoritmo armazena os v�erties de Steiner de T

�

em W

e ome�a uma nova itera�~ao om a ontra�~ao de F em _ no lugar de _.

O algoritmo p�ara quando n~ao existe � tal que 3 � j� j � k e g

l

(�; _) < 1. Neste ponto, o

algoritmo onstr�oi uma �arvore geradora m��nima de (G[R[W ℄; ) omo sa��da do algoritmo.

Na �gura 6.2, est�a a desri�~ao preisa do algoritmo de Robins e Zelikovsky.

Note que o algoritmo de Robins e Zelikovsky pode ser implementado de forma que seu

onsumo de tempo seja polinomial.

�

E importante refor�ar que em uma itera�~ao, ao esolhermos uma �arvore k-restrita,

existe a possibilidade de que pares de terminais desta �arvore k-restrita possam ser om-

partilhados por uma outra �arvore k-restrita esolhida futuramente pelo algoritmo. Assim,

por ausa da ontra�~ao de orestas de terminais, o algoritmo est�a desartando menos

�arvores k-restritas do que se fosse utilizada a opera�~ao de redu�~ao.

57



Algoritmo de Robins e Zelikovsky(G; ; R)

1 Seja _

0

a restri�~ao de  a G[R℄;

2 W

0

:= ;;

3 i := 1;

4 Enquanto existir � � R om 3 � j� j � k tal que g

l

(�; _

i�1

) < 1 fa�a

5 Seja �

i

� R om 3 � j�

i

j � k e g

l

(�

i

; _

i�1

) m��nimo;

6 Sejam T

i

uma �arvore k-restrita de (G; ; �

i

)

e F

i

uma oresta de terminais m��nima de (T

i

; ; �

i

) para as quais

g

l

(�

i

; _

i�1

) =

perda(T

i

;

i�1

;�

i

)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[F

i

;�

i

℄)

;

7 W

i

:= W

i�1

[ V S(T

i

);

8 _

i

:= _

i�1

[T

i

; F

i

℄;

9 i := i + 1;

10 f := i� 1;

11 Seja T uma �arvore geradora m��nima de (G[R [W

f

℄; );

12 Devolva T .

Figura 6.2: Algoritmo de Robins e Zelikovsky

6.3 An�alise do algoritmo de Robins e Zelikovsky

O lema abaixo mostra um limitante inferior para o usto de uma �arvore k-restrita

m��nima que ser�a muito �util na demonstra�~ao de uma raz~ao de aproxima�~ao do algoritmo.

Lema 6.3 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. Seja T

�

uma �arvore k-restrita

m��nima arbitr�aria de (G; ; R) e t o n�umero de omponentes heios de T

�

. Para j =

1; : : : ; t onsidere as triplas (T

�

j

; �

�

j

; F

�

j

) onde T

�

j

�e um omponente heio de T

�

, �

�

j

�e o

onjunto dos terminais de T

�

j

e F

�

j

�e uma oresta de terminais m��nima de (T

�

j

; ; �

�

j

).

Ent~ao

smt

k

(G; ; R) = (T

�

) � mst(G[R℄; _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄) + perda(T

�

; ; R):

Prova. Seja Q(T

�

j

; F

�

j

) a imagem da fun�~ao proje�~ao da ontra�~ao de T

�

j

em F

�

j

relativa

a G[R℄. Note que este onjunto �e um onjunto minimal de arestas que oneta �

�

j

, ou seja,

Q(T

�

j

; F

�

j

) �e uma �arvore geradora de G[�

�

j

℄. Como T

�

j

s~ao os omponentes heios de T

�

,

podemos onluir que

S

t

j=1

Q(T

�

j

; F

�

j

) s~ao as arestas de uma �arvore geradora M de G[R℄

pois

S

t

j=1

T

�

j

= T

�

. De fato, um iruito em M induziria um iruito em T .

Denotando _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄ por _

�

, vale que

smt

k

(G; ; R) = (T

�

)

=

t

X

j=1

(T

�

j

)
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=

t

X

j=1

((T

�

j

� F

�

j

) + (F

�

j

))

=

t

X

j=1

_

�

(Q(T

�

j

; F

�

j

)) +

t

X

j=1

perda(T

�

j

; ; �

�

j

)

= _

�

(M) + perda(T

�

; ; R)

� mst(G[R℄; _

�

) + perda(T

�

; ; R);

onluindo a prova do lema. 2

Baseando-se no lema 6.3 podemos de�nir um delimitador superior para o usto de uma

solu�~ao produzida pelo algoritmo.

Lema 6.4 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. No algoritmo de Robins e

Zelikovsky, temos que

mst(G[R [W

f

℄; ) � mst(G[R℄; _

f

) +

f

X

j=1

perda(T

j

; ; �

j

):

Prova. Seja M uma �arvore geradora m��nima de G([R℄; _

f

). Considere o subgrafo H de

G[R [W

f

℄ obtido de M pela substitui�~ao de ada aresta e em M \

S

f

j=1

Q(T

j

; F

j

) por

uma aresta f em T

j

�F

j

tal que _

f

(e) = (f) e pela oresta de terminais F

j

para algum j.

Assim,

(H) � _

f

(M) +

f

X

j=1

(F

j

):

Al�em disso, H �e um subgrafo gerador onexo de G[R [ W

f

℄. De fato, para ada

substitui�~ao, F

j

+ f oneta os extremos da aresta e removida. Portanto

mst(G[R [W

f

℄; ) � (H) � mst(G[R℄; _

f

) +

f

X

j=1

(F

j

): 2

Lema 6.5 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. Sejam _ a restri�~ao de 

a G[R℄, T

�

uma �arvore k-restrita m��nima arbitr�aria de (G; ; R) e t o n�umero de om-

ponentes heios de T

�

. Para j = 1; : : : ; t, onsidere as triplas (T

�

j

; �

�

j

; F

�

j

) onde T

�

j

�e um

omponente heio de T

�

, �

�

j

�e o onjunto dos terminais de T

�

j

e F

�

j

�e uma oresta de

terminais m��nimas de (T

�

j

; ; �

�

j

). No algoritmo de Robins e Zelikovsky temos que

mst(G[R℄; _

f

) � mst(G[R℄; _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄) + perda(T

�

; ; R):
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Prova. Denote _

f

[T

�

1

: : : T

�

j

; F

�

1

: : : F

�

j

℄ por 

j

f

e _[T

�

1

: : : T

�

j

; F

�

1

: : : F

�

j

℄ por 

j

0

. Pela de�ni�~ao

de ontra�~ao de orestas de terminais m��nimas, temos que

mst(G[R℄; 

t

0

) � mst(G[R℄; 

t

f

):

Pela desigualdade aima e pelo orolario 6.2, vale que

mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; 

t

) � mst(G[R℄; 

0

f

)�mst(G[R℄; 

t

f

)

=

t

X

j=1

(mst(G[R℄; 

j�1

f

)�mst(G[R℄; 

j

f

))

�

t

X

j=1

(mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; _

f

[T

�

j

; F

�

j

℄)): (6.4)

A ondi�~ao da linha 4 do algoritmo de Robins e Zelikovsky garante que g

l

(�

�

j

; _

f

) � 1, ou

seja, que

mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; _

f

[T

�

j

; F

�

j

℄) � perda(T

�

j

; ; �

�

j

):

Combinando a desigualdade aima om (6.4) obtemos que

mst(G[R℄; _

f

)�mst(G[R℄; 

t

0

) �

t

X

j=1

perda(T

�

j

; ; �

�

j

) = perda(T

�

; ; R): 2

Finalmente, o pr�oximo lema d�a uma delimita�~ao superior para o usto da solu�~ao

produzida pelo algoritmo. Sua prova se assemelha muito �a prova do lema 5.2.

Lema 6.6 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo a

desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. Seja T

�

uma �arvore k-restrita

m��nima arbitr�aria de (G; ; R) e l o n�umero de omponentes heios de T

�

. O usto da

solu�~ao produzida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky �e delimitado por

mst(G[R [W

f

℄; ) �

8

>

>

>

>

<

>

>

>

>

:

smt

k

(G; ; R) se perda(T

�

; ; R) = 0,

smt

k

(G; ; R) + perda(T

�

; ; R) � ln

�

1 +

mst(G[R℄;)�smt

k

(G;;R)

perda(T

�

;;R)

�

se perda(T

�

; ; R) > 0.

Prova. Considere a tripla (T

�

j

; �

�

j

; F

�

j

), para j = 1; : : : ; t, tal que T

�

j

�e um omponente

heio de T

�

, �

�

j

�e o onjunto dos terminais de T

�

j

e F

�

j

�e uma oresta de terminais m��nima

de (T

�

j

; ; �

�

j

).

Se perda(T

�

; ; R) = 0, ent~ao T

�

�e uma �arvore 2-restrita m��nima de (G; ; R), ou

seja, T

�

�e uma �arvore geradora m��nima de (G[R℄; ) que, nesse aso, oinide om uma

�arvore de Steiner m��nima de (G; ; R), isto �e, o algoritmo devolve uma solu�~ao �otima.
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Supondo que perda(T

�

; ; R) > 0, em ada itera�~ao o algoritmo esolhe um onjunto �

i

de terminais que minimiza o ganho relativo �a perda. Assim,

g

l

(�

i

; _

i�1

) � min

j

n

g

l

(�

�

j

; _

i�1

)

o

: (6.5)

Sabemos que, para n�umeros n~ao-negativos a

j

e b

j

, 1 � j � t,

min

j

a

j

b

j

�

P

j

a

j

P

j

b

j

:

Tomando a

j

= perda(T

�

j

; ; �

�

j

) e b

j

= mst(G[R℄; _

i�1

) � mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

j

; F

�

j

℄) e, uti-

lizando a de�ni�~ao do ganho relativo �a perda, temos que

g

l

(�

i

; _

i�1

) � min

j

(

perda(T

�

j

; ; �

�

j

)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

j

; F

�

j

℄)

)

�

P

j

perda(T

�

j

; ; �

�

j

)

P

j

(mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

j

; F

�

j

℄))

:

Pelo orol�ario 6.2, o denominador aima pode ser substitu��do por

t

X

j=1

(mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

1

: : : T

�

j�1

; F

�

1

: : : F

�

j�1

℄)�mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

1

: : : T

�

j

; F

�

1

: : : F

�

j

℄));

que �e uma soma teles�opia. Assim obtemos que

g

l

(�

i

; _

i�1

) �

perda(T

�

; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄)

�

perda(T

�

; ; R)

mst(G[R℄; _

i�1

)�mst(G[R℄; _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄)

; (6.6)

j�a que, pela de�ni�~ao de ontra�~ao de orestas de terminais, �e f�ail ver que

mst(G[R℄; _

i�1

[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄) � mst(G[R℄; _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄):

Para simpli�ar as f�ormulas, sejam m

�

:= mst(G[R℄; _[T

�

1

: : : T

�

t

; F

�

1

: : : F

�

t

℄), perda

i

:=

perda(T

i

; ; �

i

), perda

�

:= perda(T

�

; ; R), m

i

:= mst(G[R℄; _

i

) e smt

k

:= smt

k

(G; ; R).

Pela esolha de �

i

, T

i

e F

i

, temos que

f

X

i=1

perda

i

=

f

X

i=1

g

l

(�

i

; _

i�1

)(m

i�1

�m

i

):

Substituindo na express~ao aima g

l

(�

i

; _

i�1

) pela melhor delimita�~ao entre as dadas

por (6.6) e pela ondi�~ao de parada do algoritmo, temos que

f

X

i=1

perda

i

�

f

X

i=1

min

(

1;

perda

�

m

i�1

�m

�

)

(m

i�1

�m

i

):
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Note que m

0

= mst(G[R℄; _

0

) e m

f

= mst(G[R℄; _

f

). Assim,

f

X

i=1

perda

i

�

Z

m

0

�m

�

m

f

�m

�

min

(

1;

perda

�

x

)

dx

�

Z

perda

�

m

f

�m

�

dx + perda

�

Z

m

0

�m

�

perda

�

dx

x

(6.7)

= perda

�

+m

�

�m

f

+ perda

�

� ln

 

m

0

�m

�

perda

�

!

� smt

k

�m

f

+ perda

�

� ln

 

1 +

m

0

� smt

k

perda

�

!

: (6.8)

Primeiramente observe em (6.7) que m

0

�m

�

� perda

�

� m

f

�m

�

. De fato, m

0

� smt

k

�

perda

�

+m

�

pelo lema 6.3 e que m

f

� m

�

+ perda

�

pelo lema 6.5. Portanto a quebra da

integral �e v�alida. A desigualdade (6.8) vale pois a derivada da fun�~ao

f(x) = x + perda

�

� ln

 

m

0

� x

perda

�

!

�e n~ao-negativa para x � smt

k

� perda

�

e portanto f(m

�

) � f(smt

k

� perda

�

) j�a que

m

�

� smt

k

� perda

�

pelo lema 6.3.

Pelo lema 6.4 sabemos que mst(G[R [W

f

℄; ) � m

f

+

P

f

i=1

perda

i

. Logo

mst(G[R [W

f

℄; ) � smt

k

+ perda

�

� ln

 

1 +

m

0

� smt

k

perda

�

!

;

e om isso onlu��mos a prova do lema. 2

O teorema abaixo mostra uma raz~ao de aproxima�~ao para o algoritmo de Robins e

Zelikovsky.

Teorema 6.7 Sejam G um grafo ompleto,  uma fun�~ao de E

G

em Q

>0

satisfazendo

a desigualdade triangular e R um onjunto de v�erties de G. A raz~ao entre o usto da

solu�~ao produzida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky e o usto de uma �arvore de Steiner

m��nima de (G; ; R) �e, no m�aximo,

r

k

 

1 +

ln 3

2

!

:

Prova. Para simpli�ar, denotemos mst(G[R℄; ) por mst, smt(G; ; R)

por smt, smt

k

(G; ; R) por smt

k

e perda(T

�

; ; R) por perda

�

, onde T

�

�e uma �arvore

k-restrita m��nima arbitr�aria de (G; ; R). Se perda

�

= 0, o teorema vale trivialmente pelo

lema 6.6. Podemos supor que perda

�

> 0. Lembre-se que mst � 2 smt � 2 smt

k

. Se T
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�e uma �arvore de Steiner de (G;R) devolvida pelo algoritmo de Robins e Zelikovsky, o

lema 6.6 e a desigualdade anterior garante que

(T ) � smt

k

 

1 +

perda

�

smt

k

� ln

 

1 +

smt

k

perda

�

!!

: (6.9)

Pelo lema 5.1 temos que perda

�

�

1

2

smt

k

. Como perda

�

> 0 e smt

k

> 0 podemos

onluir que 0 <

perda

�

smt

k

�

1

2

. A fun�~ao f(x) = x � ln(1 +

1

x

) tem um m�aximo no intervalo

[0; 1=2℄ quando x =

1

2

. Portanto o m�aximo de (6.9) �e alan�ado quando

perda

�

smt

k

=

1

2

. Assim

(T )

smt

�

smt

k

smt

�

1 +

1

2

� ln 3

�

= r

k

 

1 +

ln 3

2

!

;

que onlui a demonstra�~ao do teorema. 2

Para k su�ientemente grande, a delimita�~ao aima se aproxima de 1 +

ln 3

2

< 1;55.

Gr�opl, Hougardy, Nierho� e Pr�omel [22℄ mostraram uma instânia onde a raz~ao de

aproxima�~ao do algoritmo de Robins e Zelikovsky quando apliado a essa instânia �e de 1;2

para k su�ientemente grande. N~ao se onhee outra instânia do psg que resulte em uma

raz~ao de aproxima�~ao maior quando apliado ao algoritmo de Robins e Zelikovsky.
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Considera�~oes �nais

Os algoritmos que apresentamos s~ao simples se omparados om as suas demonstra-

�~oes de uma raz~ao de aproxima�~ao. Na medida do poss��vel, tentamos estabeleer um

padr~ao para a apresenta�~ao dos algoritmos e de suas demonstra�~oes. Como dissemos na

introdu�~ao deste trabalho, o foo prinipal no estudo desses algoritmos �e a demonstra�~ao

de uma raz~ao de aproxima�~ao e n~ao na determina�~ao preisa do tempo de exeu�~ao dos

algoritmos. A tabela abaixo resume, em ordem ronol�ogia, as prinipais inova�~oes de

um algoritmo para o outro e as respetivas raz~oes de aproxima�~ao de ada um deles.

Algoritmo Carater��stias Raz~ao

MST 1968 solu�~ao intuitiva 2

�arvores 3-restritas 1990 �arvores 3-restritas 1;834

Berman e Ramayer 1991 �arvores k-restritas 1;734

ganho relativo 1995 fun�~ao ganho relativo 1;694

pr�e-proessamento 1996 orestas de terminais e ganho ponderado 1;644

Hougardy e Pr�omel 1999 generaliza�~ao do pr�e-proessamento 1;598

Robins e Zelikovsky 2000 ontra�~ao de orestas de terminais 1;55

Raz~ao de aproxima�~ao dos algoritmos apresentados.

Embora as d�uvidas iniiais sobre esses algoritmos de aproxima�~ao baseados em �arvores

k-restritas para o psg j�a n~ao existam, no deorrer da elabora�~ao deste trabalho foram

surgindo outras que gostar��amos de partilhar om os leitores.

A partir do algoritmo das �arvores 3-restritas, n~ao existe omprova�~ao que a raz~ao de

aproxima�~ao demonstrada �e a raz~ao real do algoritmo. Assim pode ser poss��vel melhorar a

an�alise ou pode ser poss��vel que exista uma instânia que resulte na raz~ao de aproxima�~ao

demonstrada.

Ser�a que podemos apliar os algoritmos para o psg em variantes do problema enon-

trando, para estes, raz~oes de aproxima�~ao melhores do que as onheidas na literatura?

Um exemplo onreto de problema onde �arvores k-restritas podem trazer raz~oes de aprox-

ima�~oes melhores que a melhor raz~ao onheida at�e o momento �e o Problema de Steiner

om Penalidades (veja detalhes em [20℄ e no ap��tulo 4 de [26℄).
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Ser�a que a id�eia de fazer um pr�e-proessamento nos terminais utilizando omo base

o algoritmo de Robins e Zelikovsky resulta em uma raz~ao de aproxima�~ao menor do

que 1;55?

Uma outra quest~ao interessante �e omo os algoritmos desritos nesta disserta�~ao se

omportam na pr�atia. Ou seja, quando exeutados em instânias onstru��das aleatoria-

mente ou obtidas de problemas reais, qual deles obt�em a melhor �arvore de Steiner? Qual

deles onsome menos tempo?

Deixamos estas perguntas para leitores interessados em prosseguir no estudo de apro-

xima�~oes para o Problema de Steiner em Grafos e nas suas variantes.
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de Robins e Zelikovsky, 57
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guloso, 17

MST, 15
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algoritmo de, 15

�, 15

probabil��stia, 17
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aresta

la�o, 5

paralela, 5

Arora, 17

�arvore, 6

2-restrita, 8

de Steiner, 7
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k-�arvore, 8
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Berman, 4, 18

Bern, 17
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[:℄, 7
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aminho, 6
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onjunto remo�~ao, 9

ontra�~ao
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Cormen, 2

orte, 5

Courant, 3
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Dreyfus, 13, 14

Du, 16
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de avalia�~ao, 31

de onstru�~ao, 34

feho m�etrio, 13

Fermat, 2

Ferreira, 12, 14
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de terminais, 45

Foulds, 14

fun�~ao proje�~ao, 9

g(:; :), 12
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(:; :), 54

g
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g

r
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Gilber, 15
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Hougardy, 53
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inaproximabilidade, 17

��ndie, 9

Karpinski, 4

Kruskal, 14

Lawler, 14
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Moore, 15
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Plassman, 17

Pollak, 15

Pr�omel, 53
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problema
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Problema de Steiner, 3
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instânia, 14
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programa�~ao
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r

k
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Ramayer, 4

redu�~ao, 6

restri�~ao, 7

Rivest, 2

Robbins, 3

Robins, 54
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smt

k
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Shore, 14
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gerador, 5
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trilha, 6
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adjaente, 5

de Steiner, 7

extremos, 5

terminais, 7
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Williamson, 17
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