Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
2a. Prova - 20. Semestre 2014 - 13/10/2014

Turma A
1* Questao:
1
a) (1,0 ponto) Seja f(z) = 5o Calcule £39(0).
b) Obtenha uma expressao para a soma da série Z(—l)" 2" 9n? "
n=1

1
¢) Encontre um valor para a soma do item b), quando = = 3

Solugao:

1 o
a) Sabe-se que | = E x", para |z| < 1 (soma da PG). Sendo assim:
-z
n=0

1
14+ 223

(—22°),| — 22| < 1

WE

I
)

n

= 1
= —m2m |z < —
> (-1l < o5

Sabe-se que para uma série de potencias positivas Z ag(r — xo)k , ar ¢ dado pelo coe-
k=0
k) (4
ficiente de Taylor: a; = / k;(' 0).
£9(0)
Como a série encontrada foi expandida em torno de xy = 0, temos que: asy = S0 o}

qual é coeficiente de 2.

O termo geral da série obtida é dado por a, = (—1)"2" 23"
Para n = 10, temos a9 = 2!°2%°, o que significa que o coeficiente de 23° na série é 210,

f(SO) (O) — 210
30!

Sendo assim, temos:
- f80 = 219301

oo
b) Deseja-se encontrar uma expressao para Z(—l)" 2" In ",
n=1
Pode-se observar que ha uma certa semelhanca entre os termos gerais desta série e da
série do exercicio anterior. Repare que derivando em x, multiplicando por x, derivando

1



mais uma vez e multplicando por x mais uma vez, chegamos na mesma, expressao. Sendo
assim:

1 oo
— —1)" 2" ¢ 3n .

Derivando em x:

—2- 32 - n 3n—1
T 207 Z 2" 3n T x| <

n=

-

—623 > 1
= E —1)* 2" 3n, 3" < —
(1 + 2$3>2 nzo( ) nr, |l’| \3/5

Derivando mais uma vez:

—6[(32%)(1 +22%)% — 2% - 2(1 + 20%)62%] &

— -1 2n9 2, .3n— 1

B\H

—6[322 — 62°] & . .
ey = 22 el <

%\H
[\

n=0
o (1 + 2x3) ’ 2

¢) Como z = % estd dentro do intervalo de convergéncia da série do item b), temos que:

- ~1)"9n® _ —18- 5(1—
P

1
n=>0 4 ( 2 §

D w4 s
53 125

—
\_/[\3



22 Questao:

631) -1 7é .
a) (1,5 pontos) Seja f(z) = , se
3, sex =0
1/6
al) Encontre uma série numérica cuja soma seja igual a f(x)dz.

0

1/6
a2) Encontre um valor aproximado para / f(z)dz, com erro, em médulo, menor que
0

1074,

b) (1,5 pontos) Sabendo que a série de Fourier de senos de g(x) = z(m — ), em [0, 7] é

8( N sen(3x) n sen(bx) N )
—( senx
T 33 53 ’
lcul ( ) .
calcule HZ:; T 1
Solucao:
al) Sabe-se que:
e’ = Z o ,Vr € R
n=0
Sendo assim:
R N €7 LR L
e —1_; - —1_; ——.Vr €R
3z _q > 3n pn 1
¢ = Z < Vo £ 0
T |
n=1
Para x = 0:
0 3n n—1
x _3
n!
n=1
e 3n xnfl
f(x) :Z o ,Vr e R
n=1

Assim:



z’

n-n!

u/" jg: RUPRE j;i 3n lyyljvx CR
0 ne1 n=1

Para 2’ = 1/6:

1/6 N 3" - 1
d = pum
/0 flw)dz ;Gnn-n! ;Z”n-n!

1/6
a2) Deseja-se calcular / f(x)dx com erro < e = 107%. Do item anterior, sabe-se que:
0

0
O erro da aproximagao é dado por:
— 1

erro =
27 - nl
n=k+1

Rapare que se nao tivessemos n - n! multiplicando 2", teriamos a soma de uma PG de
razao 1/2; a qual é facil de calcular o valor exato da soma.

Repare também que o termo —~ ¢é sempre decrescente, ou seja:
1 1
Vn>k+1
ol S (rnyr ERT
Sendo assim:
erro = i ! Z on <€
2"n'n'_(k+ k—i—l'
n=k+1 n=k+ 1
1 o 1 1

k+D)(k+DIT—1 " (k+1)(k+1)12b

1
Kk +1)(k+1)! > - = 10*

Para k = 5:

2 (k +1)(k +1)! = 326 - 720 = 192 - 720 > 10*

Portanto:

Com erro < 1074,



b) Seja g(x) a extensao impar de g(z). A série de Fourier de g(x) é a série de senos de g(x).
Sabe-se que os coeficientes da série de Fourier de g(z) sao:

ag = a, =0
b%LZZO
8

o1 = —
T @2+ 1)

Aplicando a identidade de Parceval:

o0 T

a 1 N
30-1—;(%21%—()31) :;/ §*(x) dx

—T
™

) o0 1 )
= Zbgn + Zbgm-l = %/ 9°(x) dx
n=1 n=0

—T

Como g(z) ¢ impar, g?(x) é par. Além disso, como §(x) é extensao {mpar de g(z),
g(z) = g(x) para x € [0, 7]. Assim, temos:

C 64 2 [T,
Zw2(2n+1)6_%/0 g () du

n=0

2,3

™ ™ 2
/ g2(x)dx:/ 2?m? — 2w + otdr = (ﬂ oo +$—> -
0 0 3 4

2 6

i 1 _ 2 7r_5 T
L~ (2n+1)6 64 7 30 960

n=0



32 Questao:

a) (2,0 pontos) Seja

2|z|, se x € [—%,g]

Encontre a série de Fourier de f.

b) (1,5 pontos) Se S(x) é a soma da série encontrada em a), esboce o grafico de S no intervalo

[—3m, 37, calcule S(SQ%) e S<1223g>.

Solucgao:
a)
1 (" 1 [z 2 [ 2,5
ao:_/ f(as)dac:_/2 2|x|dx:_/22:vdx:—g;2 —
T J)_ )z T Jo m lo 2
1 [" 1 [2 2 [2
ap, = — f(z)cos(nz)dx = — 2|z| cos(nz) dx = — 2z cos(nz) dx
T ) x mJ = T Jo
/75 ¢ cos(n) di = wsen(nx) (5 /75 sen(nx) e — msen (%) N cos(;w) 3
0 n 0 0 n 2n n 0
msen(%r)  (cos(%F) —1)
= +
2n n?
2sen(™T)  4(cos(ZT) — 1
= sen (") N (cos( 22) )
n ™
1 [ ~
b, = —/ f(z)sen(nx)dr =0 (fungao impar)
™ —T
o S(z) = %—1—; (an cos(nz)+by, sen(nx)) = %—i—; ( ser;( : )+ (COSETZQ) )> cos(nx)

b) Pelo toerema da convergéncia da série de Fourier, S(x) converge para:

e Parax € (—m,m):
- f(z), onde f(x) é continua
- A média dos limites laterais, onde f(x) é descontinua



f(m) + f(=m)

° 5 , parar=moux = —T

e Para = ¢ [—m,7]: repete-se periodicamente.

Sendo assim:

5(397”) - 5(177r+g> = S(ﬂ—l—g) = S(—f) Y lim f(x)+ lim_f

5(1223-3) = S(l527r-|—7—7r) — 5(71) - f(7—7r> =0



Instituto de Matematica e Estatistica da USP
MAT2455 - Calculo Diferencial e Integral IV para Engenharia
2a. Prova - 20. Semestre 2014 - 13/10/2014

Turma B
1* Questao:
1
a) (1,0 ponto) Seja f(z) = Tra Calcule £40(0).
b) Obtenha uma expressao para a soma da série Z(—l)" 3" 16n° r*"
n=1

1
¢) Encontre um valor para a soma do item b), quando = = 3

Solugao:

1 o
a) Sabe-se que | = E x", para |z| < 1 (soma da PG). Sendo assim:
-z
n=0

1
1+ 34

(=3z%),| —32* < 1

WE

I
)

n

. 1
= Z(—l)" 3 a* o) <
n=0

V3

Sabe-se que para uma série de potencias positivas Z ag(r — xo)k , ar ¢ dado pelo coe-
k=0
k) (4
ficiente de Taylor: a; = / k;(' 0).
£49(0)
Como a série encontrada foi expandida em torno de xy = 0, temos que: ayy = o o}

qual é coeficiente de z4°.

O termo geral da série obtida é dado por a, = (—1)" 3" z*".
Para n = 10, temos a9 = 3'%2%°, o que significa que o coeficiente de z*° na série é 3°.

f(40) (O) — 310
40!

Sendo assim, temos:
L fU0 =31 40!

oo
b) Deseja-se encontrar uma expressao para Z(—l)" 3" 16n%z"".
n=1
Pode-se observar que ha uma certa semelhanca entre os termos gerais desta série e da
série do exercicio anterior. Repare que derivando em x, multiplicando por x, derivando

8



mais uma vez e multplicando por x mais uma vez, chegamos na mesma, expressao. Sendo
assim:

1 > 1
- -1 n3n 4n <
T — LU e <
Derivando em x:
—3 -4z > 1
— -1 n3n4 4n—1 < —
(1+ 324)? ;}( ) na™ |l 73
i i( 1) 3" dn 2™ |2] < —
—_— = — nz" |z —
(14 324)> ’ V3

Derivando mais uma vez:

—12[(423)(1 + 32)? — 2* - 2(1 4+ 32%)122%] & . .
(1432 =2 (1 e el <
n=0

sl

—12[42% - 1227] &
e = 1207] g a6n? et o <

Sl-
w

4\3
(14 3z%) —
= —362°(1 — 32) 1
-1)"3"16 S < —
Zn:0< )3 16n" Grap <3

¢) Como z = % estd dentro do intervalo de convergéncia da série do item b), temos que:

i (—1)"16n® =36 (1-3-5)  3°13 3159
— 2 (1434 BT 2744

n



22 Questao:

6212 _ 1 7é 0
a) (1,5 pontos) Seja f(z) = , se
2, sex =0
1/4
al) Encontre uma série numérica cuja soma seja igual a f(z)dz.

0

1/4
a2) Encontre um valor aproximado para / f(z)dz, com erro, em médulo, menor que
0

1074,

b) (1,5 pontos) Sabendo que a série de Fourier de senos de g(x) = z(m — ), em [0, 7] é

8( N sen(3x) n sen(bx) N )
—( senx
T 33 53 ’
lcul ( ) .
calcule HZ:; T 1
Solucao:
al) Sabe-se que:
e’ = Z o ,Vr € R
n=0
Sendo assim:
9z B > (2x)™ B =, 2" g
e —1=Y" - —1=) ——.Vr €R
n=0 n=1
2 _ o0 on pn—1
¢ = Z < Vo £ 0
T |
n=1
Para x = 0:
0 on n—1
x _s
n!
n=1
e on xnfl
f(x) :Z o ,Vr e R
n=1

Assim:

10



z’

n-n!

u/" jg: N j;i 2n lyyljvx CR
0 ne1 n=1

Para 2’ =1/4:

1/4 o on o 1
d = pum
/0 fle)do ;4”71-71! ;Q”n-n!

1/4
a2) Deseja-se calcular / f(x)dx com erro < e = 107%. Do item anterior, sabe-se que:
0

0
O erro da aproximagao é dado por:
— 1

erro =
27 - nl
n=k+1

Rapare que se nao tivessemos n - n! multiplicando 2", teriamos a soma de uma PG de
razao 1/2; a qual é facil de calcular o valor exato da soma.

Repare também que o termo —~ ¢é sempre decrescente, ou seja:
1 1
Vn>k+1
ol S (rnyr ERT
Sendo assim:
erro = i ! Z on <€
2"n'n'_(k+ k—i—l'
n=k+1 n=k+ 1
1 o 1 1

k+D)(k+DIT—1 " (k+1)(k+1)12b

1
Kk +1)(k+1)! > - = 10*

Para k = 5:

2 (k +1)(k +1)! = 326 - 720 = 192 - 720 > 10*

Portanto:

Com erro < 1074,

11



b) Seja g(x) a extensao impar de g(z). A série de Fourier de g(x) é a série de senos de g(x).
Sabe-se que os coeficientes da série de Fourier de g(z) sao:

ag = a, =0
b%LZZO
8

o1 = —
T @2+ 1)

Aplicando a identidade de Parceval:

o0 T

a 1 N
30-1—;(%21%—()31) :;/ §*(x) dx

—T
™

) o0 1 )
= Zbgn + Zbgm-l = %/ 9°(x) dx
n=1 n=0

—T

Como g(z) ¢ impar, g?(x) é par. Além disso, como §(x) é extensao {mpar de g(z),
g(z) = g(x) para x € [0, 7]. Assim, temos:

C 64 2 [T,
Zw2(2n+1)6_%/0 g () du

n=0

2,3

™ ™ 2
/ g2(x)dx:/ 2?m? — 2w + otdr = (ﬂ oo +$—> -
0 0 3 4

2 6

i 1 _ 2 7r_5 T
L~ (2n+1)6 64 7 30 960

n=0

12



32 Questao:

a) (2,0 pontos) Seja

3lz|, se x € [—%,g]

Encontre a série de Fourier de f.

b) (1,5 pontos) Se S(x) é a soma da série encontrada em a), esboce o grafico de S no intervalo

[—3m, 37, calcule S(SQ%) e S<1223g>.

Solucgao:

a)

2 (2 3
3|z| dx = —/2 3vdr = —a*
7 Jo m

//

1 2 (2
/ f(z) cos(nz) / 3|z| cos(nz) de = — /2 3x cos(nx) dx
s s 0

2

Wl

nm

5 /2 sen(nx) D — msen (%) N cos(;w)
0 n 2n n 0

jus
2

/2 x cos(nx) dx = zsen(nz)
0

3sen(%r)  6(cos(%r) — 1)
- 2
n ™m

SoQp =

1 ™
= —/ f(z)sen(nz)dx =0 (fungao fmpar)

g Z:: (3 sen (%) 6(008(%) - 1)) cos(nz)

mn?

S (x) = +Z (an cos(nz)+b, sen(nx > =

b) Pelo toerema da convergéncia da série de Fourier, S(x) converge para:
e Para z € (—m,m):

- f(z), onde f(x) é continua
- A média dos limites laterais, onde f(x) é descontinua

13



f(m) + f(=m)

° 5 , parar=moux = —T

e Para = ¢ [—m,7]: repete-se periodicamente.

Figura 2: Série de Fourier de f(z) para x € [—3m, 37]

Sendo assim:

S(SQTW) =s(1mtg) =S(r+3) =5(-3) = l(xiian fla)+ lim (@) = %(%ﬂﬂ)) - %TW
(o 5) (e ) - 5(2) 1 (2)
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