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ExERrcicio 1.
Para estudar o sistema, devemos inicialmente escaloné-lo.

c+y+z2=0 r+y+2=0 z+y+2=0
rt+ay+z=1 Ly L, (a—1y=1 Ls— L, (a—1)y=1
r+y—az=a r+y—az=a —(a+1)z=a

Assim obtemos o sistema escalonado. Ele sera incompativel (ndo tera solucdo) se, e somente se, obtivermos uma
igualdade do tipo 0x + 0y + 0z = 3, em que [ é diferente de zero. Na expressao acima isto s6 pode ocorrer nas duas
dltimas linhas do sistema.

Na segunda linha do sistema escalonado, se a = 1, entdao obtemos uma equacao da forma Oy = 1. Logo o sistema
¢é incompativel, ou seja, nao tem solucao se a = 1.

Na terceira linha do sistema escalonado, se a = —1, entdo obtemos uma equacio da forma 0z = —1. Logo o
sistema é incompativel também para a = —1.

Se a é diferente de 1 e de —1, entdo o sistema escalonado tem 3 equagbes nao nulas e 3 incognitas. Logo
¢ compativel determinado (tem uma tnica solucdo). Para determinar as solugdes, podemos proceder de duas
maneiras.

Método 1.
Da tltima equagao, calculamos que z = % . Da segunda equagdo achamos que y = ﬁ Por fim, da primeira
_ _ 1 _ 142a—ad?
achamos que x = —y — 2z = 1, + 11, = +1fa2a
Método 2.
Continuamos o escalonamento:
r+y+z2=0 zr+y+z=0 r+yt+z=
1)y = ~ — 1 ~ 1
(0, 1iy _1 $L2 afl_ 70‘171L3 yi agl
—(a+1)z=a —(a+1)z=a z= 2
_ _1 1 a 2a—a?
- THE=1 - x:1_a+ml—1+1_7a2
Li—L | YT Li-Ls Y=
=T S
. _ 1+2a—a? 1 —a
Concluimos que (z,y,2) = (ﬁ, =, ﬂ)
EXERCcICIO 2.
a) Escrevemos
1= 1x1
1+t= 1x1 +1xt
1+t2= 1x1 +1 x t2
3 = 1xt3
Logo
1110
[ 01 00
B~ 10010
0 0 01
b) Para calcular Ig¢, usamos que Ipc = IE}B. Vamos inverter a matriz Iop.
111 011 000 101 0|1 -1 00 100 01 -1 -1
0100 01TO00O0 ~ 01 000 1T 00 ~ 01000 1 O
001 00O T1TO0 Ly — Lo 00100 0 10 Ly — Ls 001 0|0 0 1
000 10001 00010 0 01 000 10 0 O

[

= o O O
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Logo
-1 -
1 0
0 1
0 O

1

Ipc =

S O O
— o O O

c) Basta usar Yo = IpcXp, em que Xp = (1,1,1,1). Neste caso

1 -1 -1 0 1 -1

0 1 0 0 1] 1

0 0 1 0 1] 1

0 0 0 1 1 1
Logo as coordenadas na base C' sdo (—1,1,1,1). Isto pode ser visto também diretamente, pois o polindémio
com coordenadas (1,1,1,1) na base B é p(t) = 1+t + t> + t3. Este polinomio pode ser escrito como p(t) =

(=114 1(1+1t) + 1(1 +¢2) + 183,

d) Sim, ambos sdo isomorfos. Como vimos em sala de aula M>(FF) é um espago vetorial de dimensao 4. Ps(F)
também é um espaco vetorial de dimensao 4, pois suas bases tém 4 elementos. Usamos agora o resultado que dois
espacos vetoriais sobre o mesmo corpo F sao isomorfos se, e somente se, tém a mesma dimensao. Como este é o
caso, entao eles sao isomorfos.

Poderiamos resolver este problema também diretamente. De fato, basta definir explicitamente um isomorfismo
entre os espagos, tal como F': P5(F) — Ms(F) dado por

d

Agora basta provar que a transformacao linear dada acima é bijetora, ou seja, injetora e sobrejetora.
E injetora, pois se

0

O )

Fla+ bt + cf® + dt®) = ( Z‘ b )

o O

F(a+ bt + ct? + dt?) = (

(0)-(00)

E sobrejetora, pois seja < Zj} Z > um elemento qualquer de Mo (F). Logo existe um polinémio z + yt +wt? + 213,

entao
Logoa=b=c=d=0e F éinjetora.

Y

tal que F(x + yt + wt® + 2t%) = ( Z; p

). Logo a imagem de F' é todo o espago M»(F), e, portanto, a funcdo é

sobrejetora.

EXERcicIO 3.

a) A base canonica de P»(F) tem 3 elementos, 1, t e 2. Logo a dimensdo, que é o nimero de elementos que as
bases de um certo espaco vetorial finitamente gerado contém, é igual a 3.

b) Para verificar que {14 t2,¢ 412,14t +¢?} é uma base de Py(F), devemos verificar dois fatos: E um conjunto
linearmente independente (L.I.) e gera o espago dos polinémios de grau menor ou igual a 2.

Primeiro fato a ser verificado:{1 + ¢2,¢ + 2,1+t +t?} é um conjunto L.I.

De fato suponha que a;(1 + t?) + aa(t + t2) + az(1 + t + t?) = 0. Isto s6 ocorre se (a1 + az)l + (a2 + az)t +
(a1 + g +a3)t? = 0. Como {1,t,t?} & base, e, portanto, é linearmente independente, isto s6 ocorre se a; + az = 0,
as+az=0ea+ay+az=0. Ouseja, a;(1+12) + as(t +t2) + az(1+t +t2) = 0 equivale a resolver ao sistema
abaixo:

a1+a3:0 041+043:0
a2+a3:0 B ()42+()é320
ar +as+a3=0 Ly =1L as =0
o1 + Ol3:0
as+ag3 =0
—OégZO

~

Lz — Ly

Como o sistema escalonado tem 3 equagoes nao nulas e 3 incognitas, concluimos que o sistema é compativel
determinado, ou seja, tem uma tnica solu¢do. Como o sistema é homogéneo, concluimos que a tnica solugio é
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(a1, a2,a3) = (0,0,0). Isso também pode ser verificado diretamente. De fato, da tltima linha do sistema escalonado
concluimos que ag = 0. Substituindo na segunda linha, concluimos que as = —a3 = 0. Por fim substituindo as
por 0 na primeira linha, concluimos que a; também é zero. Assim obtemos:

A (1+12) + ag(t +12) + az(1 +t +t2) =0 < (a1, @, a3) = (0,0,0).

Segundo fato a ser verificado:{1 + ¢2,¢ + 2,1 + t + t?} gera o conjunto P (F).

De fato seja c1 + cat + c3t? um elemento qualquer de P (F). Devo mostrar que c; + cot + c3t? é combinagio linear
dos elementos 1+t2, t+t% e 1+t+t2. Assim devo mostrar que existem oy, g e ag € F tais que o (1+2) + g (t+12)+
az(1+t+12?) = c; +cot +c3t?. Novamente isto equivale a (a; +ag)l+ (ag +a3z)t+ (a1 +ag +a3)t? = 1 +cat + c3t>.
Usando a independéncia linear de {1,¢,t?}, concluimos que esta condigao equivale a resolver o sistema linear abaixo.

ap +az =0 o] +agz =
~r

Oé2+0é3:02 3*L1 042+063:02

o1 + Qo + a3 = C3 Qg = C3 — (1

a1 + a3 = C1
Qo + a3 = Co
—Q3 = C3 —C] —C

~

Ly — Lo

Como o sistema escalonado tem 3 equagoes nao nulas e 3 incognitas, concluimos que o sistema é compativel
determinado, ou seja, tem uma tnica solu¢do. Da ultima linha concluimos que a3z = ¢; + ¢2 — ¢3. Substituindo
na segunda linha, concluimos que as = ¢3 — ag = ¢3 — ¢;. Por fim substituindo o valor de a3 na primeira linha,
concluimos que a; = ¢ — ag = ¢3 — ¢o. Assim concluimos que

(63 — CQ)(l + t2) =+ (63 — Cl)(t —+ t2) + (01 —+ Co — 03)(1 —+ t —+ t2) =C =+ CQt =+ 63t2.

Logo todo elemento de P»(F) ¢ combinagdo linear dos elementos de {1 + 2, ¢ + 2,1+t + t2}.

Poderiamos ter argumentado de uma maneira mais curta. Como vimos no item a, a dimensdo de Py(F) é 3.
Logo todo conjunto linearmente independente com 3 elementos é uma base e todo conjunto que gera P»(F) e que
contém apenas 3 elementos também é uma base, pelos resultados vistos em sala de aula. Assim bastaria dizer que
{1+12t+12,1+t+t*} tem 3 elementos, tal qual a dimensao de P»(F) e provar que os elementos sao L.I. ou que
geram o espago Py (TF).

EXERciIcIO 4.

a) Seja p € P»(F) um elemento arbitrario de P (F), p(t) = a+bt+ct?. Logo F(p)(t) = t(a+bt+ct?) = bt + 2ct.
Assim p € Ker(F) se, e somente se, bt +2ct?> = 0. Sabendo que {t,#?} é um conjunto L.I. (de fato é um subconjunto
da base canonica e todo subconjunto de um conjunto L.I. também é um conjunto L.I.), concluimos que b = 0 e
2¢ = 0. Assim os elementos do nticleo de F sdo da forma p(t) = a, ou seja, multiplos de 1. Concluimos que uma
base do nicleo de F é {1} e a dimensdo do nicleo de F é 1.

Agora vemos que os elementos da imagem de F sdo da forma bt 4 2ct?, em que b e ¢ € F sdo arbitrarios. Assim
vemos que a imagem corresponde a todas as combinagoes lineares de {t,t?}. Uma base para a imagem de F ¢ {t,t*}
e sua dimensao é 2.

b) Basta escrevermos

F(1)=0
Fit)=#t'=0x1+1xt
Ft?)=t(?) =0x14+0xt+2x 2
Assim a matriz F é dada por

0 00
Fp=1 01 0
0 0 2
Para achar as coordenadas de p(t) = t2, basta observar que t? tem coordenadas Xp = (0,0, 1) na base B. Logo

F(p) tem coordenadas FpXp na base B.

0 00 0 0
010 0 ]=120
0 0 2 1 2

Assim F(p) tem coordenadas (0,0,2). Isto é equivalente a dizer que F(t2) = 2¢2.



