GABARITO DA PROVA 2

EXERcICIO 1.
Vamos aplicar o processo de Gram-Schmidt para os vetores v; = (1,1,0) e vo = (0,1, 1).
O primeiro vetor da base ortonormal sera

b = (1,1;0) _ (1,1,0) (110)
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Para achar o segundo vetor da base ortonormal, basta calcularmos pela férmula
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Logo uma base ortonormal seré {(

EXERcicIO 2.

a) Como ja foi dada uma base ortonormal para o espago basta usar a féormula para um operador de projecio
ortogonal e aplicé-la ao vetor (1,0,0,0). Obtemos assim que a projecao de (1,0,0,0) em W é dado por

(om0, (o)) (o) (om (- ) ()
+((1,0,0,0),(0,0,0,1)) (0,0,0,1) =

() 5 () (1200) (529~ G 39)

Logo a projegao ortogonal do vetor (1,0,0,0) sobre o subespaco W é o vetor (6, 5 3,0)

b) O complemento ortogonal do subespago W é o conjunto de todos os vetores ortogonais aos vetores de W.
Estes, por sua vez, sio todos os vetores ortogonais & base de W. Assim basta achar os vetores (z,y, z,w) € R* tais

que
<(x7yaz7w)7 (7 7
1 L1 _
<(.137 Y, 2, ’U}) (%7 _%a %7 0)> =0
((z,y,2,w),(0,0,0,1)) = 0.
Isso equivale a achar o conjunto solucao do sistema

z2=0 2L, r—y+2=0 Lo— Ly —2y+z2z=0 Lo+1L, —2y4+2=0
w = 0. 2 w = 0.
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Vel fy+f
w = 0. V3L w = 0.

Com o sistema escalonado, podemos agora achar as solugbes em termos de z. Obtemos que (z,y,z,w) =
Lo 2 O) para z € R*. Assim o complemento ortogonal de W é o subespaco

( 1,
5%y 5%,
1 1 11
L _ — —_ = _— =
W {( 22,22,270),,2€R} {( 2,2,1,())}

EXERcICIO 3.

2)

F)=t(1)+1=1=1x14+0xt+0x t2
F(t) = ()+t—2t—0><1+2><t+0><t2
F?)=t{t?) +t2=3t2=0x1+0 xt+3 x 2.
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Assim a matriz da transformacao linear F' na base canonica é

1 00
0 2 0
0 0 3
O determinante de F' é, por definicdo, o determinante de F' em relacao a qualquer base. Logo
100
det(F)=det| 0 2 0 | =1x2x3=6.
0 0 3

b) O determinante de uma transformacéo linear T : V' — V &, por defini¢do, o determinante da matriz de T' em
relacdo a uma base de V. Em particular podemos escolher uma base ortonormal. No entanto, por um resultado
visto em sala de aula, uma isometria é representada numa base ortonormal por uma matriz ortogonal se F = R e
unitaria se F = C. Porém, também por um resultado dado em sala de aula, o determinante de matrizes ortogonais
em R e de matrizes unitarias em C tem modulo 1. Assim o determinante de 7' tem necessariamente modulo 1.
(Basta lembrar que se A ¢ uma matriz ortogonal, entdo A'A = I, logo det(A?)det(A) = 1, ou seja det(A)? = 1,
pois det(A?) = det(A). Assim |det(A)| = 1. Se A é uma matriz unitéria, entdo A*A = I, logo det(A*)det(A) =1,

ou seja, |det(A)]* = 1, pois det(A*) = det(A). Assim | det(A)| = 1.)

EXERcICIO 4.

a) Vimos em sala de aula que uma transformacdo linear F' é auto-adjunta se, e somente se, a matriz desta
transformacao em relacdo a uma base ortonormal é auto-adjunta, ou seja, Fz = Fp, o que equivale a dizer que
Fpi; = E Isso de fato ocorre, logo F' é auto-adjunta. Vimos também em sala de aula que uma transformacao
linear F' em um espaco vetorial C é uma isometria se, e somente se, a matriz desta transformacgao em relagao a uma
base ortonormal é unitéria, ou seja, Fj5Fp = I. Isto nao ocorre, pois

1 4 0 0 1 4 0 0 2 2 00 10 00
« | =i 1.0 0 - 1 0 0| [ —-2¢ 2 0 O 01 00
Fplp = 0 0 3 0 0 0 3 0| 0 0 90 7 0 010
0 0 0 3 0 0 0 3 0 0 09 0 0 01

Logo F' é auto-adjunta, porém nao é uma isometria.

b) O polindémio caracteristico de F' é dado por
1—t i 0 0
- 1—t 0 0 1—t i 3—t 0
pr(t) = Ppy(t) = det(Fp—tI) = det 0 0 3-+ 0 —det( i 1—¢ )det( 0 3+ ) =

0 0 0 3-t

=[1=t)(1—t)— (@) (=0)] [B=t)(3—t)] = [(1—t)*—1](3—t)* = (L — 2t +* — 1) (3—t)* = (£* — 2t) (3—t)® = ¢t(t—2)(3—¢)".

Assim pp(t) = t(t — 2)(t — 3)2. Para calcular o determinante usamos o resultado dado em sala de aula

det( o< ) — det(A) det(B),

1-1¢ 1 3—t 0
=150 ) = (TN ) e

Os auto-valores sao as raizes do polindmio caracteristico. Logo sao 0, 2 e 3.

no caso

c¢) Os auto-vetores associados ao auto-valor 0 s@o os vetores nao nulos tais que

1 4 0 0 x x 0
— 1 0 0 Y —o| ¥ | 0
0 0 3 0 z | z |10
0 0 0 3 w w 0
Ou seja, sao os elementos do conjunto solucao diferente de zero do sistema linear abaixo
411y =0 r+iy =0
—ix+y=20 ~ Oy =0

3w=20 3w =20
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Assim o conjunto solugdo do sistema é {(—iy,y,0,0),y € C} = [(—1i,1,0,0)], ou seja, os auto-vetores associados
ao auto-valor 0 sdo os vetores cujas coordenadas na base B séo {(—iy,y,0,0),y € C,y # 0}.
Os autovalores associados ao auto-valor 2 sdo os vetores ndao nulos tais que

1 ¢ 0 0 x x 1 ¢ 0 0 10 0 0 x 0
- 1 0 0 y | y - 1.0 0] 01 00 y | [ O
0 030 O el I 0o 030 2foo1o0 = |7 o
0 0 0 3 w w 0 0 0 3 0 0 01 w 0
-1 ¢« 0 0 x 0
— - =1 0 0 y | [0
0 0 1 0 z 10
0 0 01 w 0
Ou seja, sao os elementos do conjunto solu¢ao diferente de zero do sistema linear abaixo
—x+iy =0 —z4+iy=0
—iz—y=0 ~ Oy=20
z=0 LQ—iLl z=0

Assim o conjunto solucdo do sistema é {(iy,y,0,0),y € C} = [(4,1,0,0)], ou seja, os auto-vetores associados ao
auto-valor 2 sdo os vetores cujas coordenadas na base B sdo {(iy,y,0,0),y € C,y # 0}.
Os autovalores associados ao auto-valor 3 sdo os vetores ndo nulos tais que

1 4 0 0 x x 1 ¢ 0 0 10 0 0 x 0
— 1 0 0 y | Y - 1 .0 0 | 01 0 0 y | [ O
0 0 3 0 I Bl I B 0030 Sl oo1o = |7l o
0 0 0 3 w w 0 0 3 0 0 01 w 0
— i 0 0 T
— —1 72 0 0 Y
0 0 0 z
0 O 0 0 w
Ou seja, sdo os elementos do conjunto soluc¢io diferente de zero do sistema hnear abaixo
—2z+1iy =0 —2x+iy =0 N 20 —iy =0 20 =0
—wc—2y=0 ~ —%y: _27 y:O ~ y:()
0z=0 Ly—iLy 0z = (_i)LQ 02=0  Li+ily | 0z=0
0w =0 Ow = ! 0w =0 0w =0

Assim o conjunto solugdo do sistema é {(0,0, z,w),z,w € C} = [(0,0,1,0),(0,0,0,1)], ou seja, os auto-vetores
associados ao auto-valor 3 sao os vetores nao nulos cujas coordenadas na base B pertencem ao subespago vetorial
[(0,0,1,0),(0,0,0,1)].

Concluimos que uma base formada por auto-vetores de F é dada por {v1,vs,v3,v4}, em que vy, va, v3 € v4 tém
coordenadas (—i,1,0,0), (4,1,0,0),(0,0,1,0) e (0,0,0,1) em relagdo & base B, respectivamente .

d) Em relagdo a base C = (v1, v2,v3,v4) achada acima, cujos elementos tém coordenadas (—i, 1,0,0), (i,1,0,0),
(0,0,1,0) e (0,0,0,1) em relacdo & base B, respectivamente, vimos que

F(Ul) = 0’U1
F(Ug) = 2U2
F(uvg) = 3vs
F(’U4) = 3’[)4
Logo a matriz da transformacao linear F' em relacao a base C, F¢, é dada por
0 0 0O

Como Fo = IgcFrlcp = (ICBY1 Fgplcp, concluimos que Fo é uma matriz diagonal semelhante & Fg.



