GABARITO DA PROVA SUBSTITUTIVA

EXERcIcCIO 1.

a) Vemos que F(z,y) = (z,y,2 —y) = (z,0,z) + (0,y, —y) = x(1,0,1) + y(0,1, —1). Como z e y sdo arbitrarios,
concluimos que a imagem de F' é o subespago gerado por (1,0,1) e (0,1, —1), ou seja, Im(F) = [(1,0,1), (0,1, —1)].
Como (1,0,1) e (0,1, —1) sdo linearmente independentes ja que se

011(1,0, ].) + OZQ(O, 1, —1) = (al,az,al — CVQ) = (0,070) <— a1 =ay =0,

entdo concluimos que {(1,0,1),(0,1,—1)} é uma base da imagem de F. A dimensdo da imagem de F' é 2, ja que
sua base contém apenas dois elementos.
Para achar a dimensao do ntcleo basta usar que

dim(R?) = dim(Nticleo(F)) 4+ dim(Im(F)) = 2 = dim(Ncleo(F)) + 2.

Assim a dimensdo do nucleo é 0. Outra forma de ver isto é achando os elementos que pertencem ao niicleo.
Porém é imediato verificar que F(z,y) = (z,y,z —y) = (0,0,0) se, e somente se, x =y = 0. Ou seja, o nucleo é o
subespago {(0,0)} que tem dimensao 0.

b) Vemos que

F(1,0) =(1,0,1) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + 1(0,0,1)
F(0,1) =(0,1,-1) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) — 1(0,0,1)
Logo
1 0
FBB’ = 0 1
1 -1

EXERcicIO 2.

a) Existem ao menos trés formas de se fazer este exercicio. A primeira é escrevendo os elementos de C' em relagdo
a base canonica

(CL,O,l) :a( 7070) +0(07170) (07071)
(0,1,0) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) 4+ 0(0,0,0) .
(1,0,a) = 1(1,0,0) 4+ 0(0,1,0) + a(0,0,1)
Agora usamos um resultado dado em sala de aula que nos diz que C' é uma base se, e somente se,
a 0 1
det| 0 1 0 | #0.
1 0 a

Como este determinante é a? — 1 = (a + 1)(a — 1), vemos que se a # 1 e a # —1, entdo C é uma base de R3.

Uma outra forma de fazer este exercicio é notar que C tem trés elementos e a dimensdo de R? é 3. Logo é base
se, e somente se, os vetores forem L.I.. Assim basta achar os valores de a para os quais os vetores de C' sdo L.I.
Mas

al(aa 07 1) + 042(07 17 0) =+ 0[3(1a 07 a) = (O’ 07 O)
se, e somente se, a1, as e ag sao solucoes do sistema

ac; +az =0 a; +aaz =0 a; +aaz =0

04210 012:0

L1<—>L3 aa1+a3=0 LB_aLl (1—a2)a3=0

Vemos que o sistema é compativel determinado se, e somente se, 1 —a? # 0. Ou seja, a tinica solucdo do sistema
é a3 = ag = ag = 0 se, e somente se, a # +1. Logo C' é um conjunto L.I. se, e somente se, a # *+1 e, portanto, C'
é base se, e somente se, a # £1.

Uma terceira solucao é notar que C' tem trés elementos e a dimensdo de R? ¢ 3. Logo é base se, e somente se,
os vetores gerarem todo o espaco R3. Isto equivale a dizer que o sistema abaixo tem sempre solucio para todos
1
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z,y,z € R.
ac] +a3 =a o] +aas =z a1 +aag =z
Qg = Qo = Qg =
2 y Ly +— L3 2 y L3 —aln 22 y
a1 +aas =z aoy + o3 =2z (1-a*)ag=z—az

Isso ocorre se, e somente se, o sistema for compativel para todos os x,y, 2. Fazendo o escalonamento como
anteriormente pode-se verificar que isto ocorre se, e somente se, a # +1.

Poderiamos nio usar o argumento da dimensio e provar que os vetores sdo L.I. e geram R? se, e somente se,
a# £1.

b) Basta escrever C' como

(a,0,1) = a(1,0,0) +0(0,1,0) + 1(0,0, 1)
(0,1,0) = 0(1,0,0) + 1(0,1,0) -+ 0(0, 0, 0)
(1,0,a) = 1(1,0,0) + 0(0,1,0) + a(0,0,1)

Logo para a # +1, temos

EXERcICIO 3.

a)Vamos aplicar o processo de Gram-Schmidt para os vetores v; = (2,0,1) e v3 = (0,1, 1).
O primeiro vetor da base ortonormal serd

po— (20.1) _ (2,0,1) _(201)
ieon - v \wr i)

Para achar o segundo vetor da base ortonormal, basta calcularmos pela formula
- (0,1,1) — <(0,1,1) (75 0, Ls)> (150%) (0,1,1) — (7
| R G s s I rom g
_ O1ny-(205) _ (=317 (=313 x@(z X 4> _ <2 [ 4)
10,11 = (.0.5)[  [(-3135)] i 3\ 575 3v5 3 73V5
Logo uma base ortonormal sera {(%70 L) 7 (—i V5 4 )}

VA 3v57 3735’

b) O complemento ortogonal do subespago W é o conjunto de todos os vetores ortogonais aos vetores de W.
Estes, por sua vez, sao todos os vetores ortogonais & base de W. Assim basta achar os vetores (z,y,z) € R3 tais
que

((z,9,2),(2,0,1)) =0
((z,y,2),(0,1,1)) =0

Isso equivale a achar o conjunto solucao do sistema

20 +2=0
y+2=0

Porém a solugao deste sistema é (z,y,2) = (—%z, —z,2), para z € R. Logo

(s seaf- (3]

a) O polindmio caracteristico de F' é dado por

EXERcICIO 4.

3—t 1 0
pr(t) = Pp,(t) = det(Fp — tI) = det 0 3-t 0 =(3-1)2%(2-1).
0 0 2—t

Assim pr(t) = (3 —t)%(2 — t).
Os auto-valores sao as raizes do polinémio caracteristico. Logo sao 3 e 2.
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b) Os auto-vetores associados ao auto-valor 3 sdo os vetores ndo nulos tais que

310 x x 310 1 00 x 0
0 3 0 y | =31 vy = 03 0)]-31010 y | =10
0 0 2 z z 0 0 2 0 0 1 z 0
01 0 x 0
— 0 0 O y | =10
00 -1 z 0
Ou seja, sao os elementos do conjunto solu¢ao diferente de zero do sistema linear abaixo
y=20
0z 4+ 0y +0z=0
z=0

Assim os auto-vetores associados ao auto-valor 3 sdo os vetores cujas coordenadas na base B tém a forma (z, 0, 0)
comz €RexF#0.

Os auto-vetores associados ao auto-valor 2 sao os vetores nao nulos tais que

310 x x 310 1 00 x 0

0 3 0 y | =21 vy — 03 0]-2{1{010 y | =10

0 0 2 z z 0 0 2 0 0 1 z 0
1 10 x 0

= 0 1 0 y |=10].
0 0 0 z 0
Ou seja, sao os elementos do conjunto solu¢ao diferente de zero do sistema linear abaixo

r+y=0 N =0
y=0 B y=0
T

Assim os auto-vetores associados ao auto-valor 2 sdo os vetores cujas coordenadas na base B tém a forma (0, 0, z)
com z € Rez#0.

¢) A transformacdo linear F' ndo é diagonalizavel, pois a multiplicidade algébrica do auto-valor 3 é 2, porém a
sua multiplicidade geométrica é
dim(Ker(F —3I)) = dim[(1,0,0)] = 1.
Logo as multiplicidade algébricas e geométricas do auto-valor 3 nao coincidem, o que implica que F' nao é
diagonalizavel. Uma outra forma de ver que F' nado é diagonalizavel é observando que os auto-vetores formam um
subespago vetorial de dimensao 2. Logo nao existe uma base de V formada apenas de auto-vetores.



