EXERCICIO 1 PARA ENTREGAR - MATEMATICA 4 (CCM0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

Problema. Seja u : Q C R? — R uma funcio de classe C? definida no aberto €. O objetivo deste exercicio é
mostrar que se Au = 0, entdao

1 1
) = 7B, @) /B,,m v = 558, @) /aB,,.@) u(v)d5 ().

para todo r > 0 para o qual B, (z) C §2. Acima, B, (z) := {y € R, |y — x| < r} é a bola de centro z e raio r > 0,

V (B, (z)) = 373 é o volume da bola e A (0B, (z)) = 47r? ¢ a drea de sua fronteira. Em particular, se u ¢ a

temperatura de um material em equilibrio térmico, isto implica que a temperatura em cada ponto = € 2 é igual a
temperatura média em toda bola de centro x contida em (2.

a) Use o Teorema da Divergéncia para mostrar que se u : Q@ C R? — R é uma funcao de classe C? definida num

aberto Q e B, (x) C ), entao
Ju
[ suwdy= [ wase),
B, (z) OB, (z) OT
em que n é a normal que aponta para fora da esfera.
b) Seja x = (1, x2,23) € Q. Use coordenadas y = (1 + rcos (0) cos (¢) ,x2 + rsen (0) cos (), x3 + rsen (p)) e
z = (cos (0) cos (), sen (0) cos (¢) , sen (¢)) e a definigdo de integral de superficie para provar que

1 1
A(0B, (2)) /a&(z) w45 W) = 158 0) /E)Bl(m uletrz)dS(z).

c) Defina ¢ (r) = mfa&(x)u(y) dS (y) e mostre que ¢’ (r) = mfa&(x) (Vu(y), £2)dS (y).
(Dica: Use a expressao m faBl(O) u(x +rz)dS (z) para derivar. Nas condigbes acima, pode passar a de-

rivada para dentro da integral. Depois volte para as coordenadas anteriores).
d) Use os itens a) e ¢) para mostrar que, se Au = 0, entdo ¢ (r) é uma constante, ou seja, ndo varia com r > 0.

e) Tome o limite lim,_,o ¢ (r) e conclua que, se Au = 0, entao

1
)= $08, ) /aw) u(v)dS ).

f) Utilizando coordenadas polares, mostre que

/Brm wdn = /o </aBr(x> n)ds (y)> o

Conclua que, se Au = 0, entao
1

w@) = /B ey



