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A PROPOSTA DO EXERCICIO E ENTENDER A INTERPOLAQAO DE LAGRANGE USANDO OS CONCEITOS DE DUAL
E BIDUAL DE UM ESPACO VETORIAL.

Seja P, o espago de todos os polindomios reais de grau menor ou igual a n, isto é, p € P, se, e somente se,
p(t) = X7, cjt/, para certas constantes co, ..., ¢, € R.

1) Seja a € R e definimos a fungao f, : P, — R por f, (p) = p(a), ou seja, f, (t — Z?:o cjtj) =0 cpak.
Mostre que f, é um funcional linear. Considere ay, ..., a,, nimeros reais distintos e prove que {fo,, ..., fa, } ¢ uma
base do dual de P,,.

(Dica: Sabemos que o dual de P, é o espago Py = L (Pn,R) de todas as transformacoes lineares de P, em R,
ou seja, de todos os funcionais lineares de P,,. Sabemos que dim (P,) = dim (P;}) = n + 1. Assim, basta mostrar
que {fags -+, fa, } é linearmente independente, ou seja,

aofoy +--+anfa, =0 = ag=...=a, =0.

Para provar a implicacdo acima, use polindémios do tipo szovk# (x —ag)).

2) Seja p € P, e definimos a fungédo L, : P; — R por L, (f) = f(p). Mostre que L, é um funcional linear e,
portanto é um elemento do bidual de P,.

3) Sejam ay, ..., a, nimeros reais distintos e definimos os polinémios de Lagrange p; € P,, por

) o (t—ak) o (t—ao) (t—al)...(t—aj_l) (t—ajH)...(t—an)
pi{t) = k_g# (aj —ar)  (aj —ao) (a5 — ar) ... (a5 — aj-1) (a5 — aj41) - (a; — az)’

Verifique que {Lyp,, ..., Ly, } € Py* é a base dual de { fa,, .., fa, }, ou seja, Ly, (fa,) = 0k

n

4) Seja L : P, — Pr* a funcdo L(p) = L,, ou seja, a funcdo que associa cada polinémio p ao elemento L,
definido no item 2). Mostre que L é um isomorfismo. (Dica: Como P, e P'* tém a mesma dimensao, basta provar
que L é uma transformagao linear injetora. Para mostrar que L é injetora, use as fungoes f, do item 1).

5) Seja p € P,. Como {Ly,,...,Lp, } é base de P}*, concluimos que L, = o9Lp, + ... + anLy,. Mostre que
Q= Lp (faj)-

6) Use os itens anteriores para concluir que todo polinémio p € P,, pode ser escrito como

n
p=>_p(a;)p;
j=0

Em particular, dados valores reais dg, ..., d,, mostre que sempre existe um unico polinémio de ordem menor
ou igual a n tal que p(a;) = d;. Este polinémio é dado por p = Z?:O d;p;. Esta é a férmula de interpolagéo de
Lagrange.



