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Agulha de Buffon

O problema abaixo foi formulado em 1777 pelo nobre francés Georges Louis Leclere, o Conde de Buffon (1707-
1788). Sua formulacao foi retirada do livro “As provas estdo n’o Livro” de Martin Aigner e Giinter M. Ziegler:

“Suponha que vocé deixe cair uma pequena agulha num papel com pauta. Qual serd, entdo, a probabilidade de
ela cair numa posicao tal que cruze uma das linhas?”

Quando a distancia entre as linhas é d e o tamanho da agulha é [ < d, a resposta do problema de Buffon é

p = 7%, ou seja, a probabilidade p de que a agulha cruze uma das retas é 7%. Assim, se jogarmos n vezes uma

agulha e ela cruzar as linhas k vezes, concluimos que p = % Desta maneira,
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Note acima que conseguimos uma aproximacao para o numero 7! Quanto mais vezes jogarmos a agulha, melhor
esta aproximacao tendera a ser.

O objetivo aqui é entender e resolver o problema acima.

Vamos supor que no plano R? estdo tracadas infinitas retas paralelas, cujas distancias entre si é constante e
denotada por d, e que cobrem todo o plano. As retas serdo os conjuntos Ry := {(x,y) ER? y = kd}, k e Z.
Se jogarmos uma agulha de comprimento ! < d (que correspondera a um seguimento de reta de comprimento 1),
teremos duas opgoes: ou a agulha cruza uma das retas ou nao cruza nenhuma. (Ver figura 1)

Para entendermos o problema, usaremos duas coordenadas que determinam a posi¢ao, a nao ser por translacoes
na dire¢do do eixo x, da agulha em relagio a linha abaixo de sua ponta esquerda. A coordenada t € [0, d] corres-
ponderé & distancia da ponta esquerda da agulha & primeira reta abaixo desta ponta. A coordenada 0 € [—g, g[
correspondera ao dngulo que esta agulha faz em relagao ao eixo x (Veja figura 2, para exemplos). Como estamos
supondo que a posicao que a agulha cai é aleatéria, concluimos que a probabilidade da agulha cair com coordenadas

(t,0) pertencentes a um conjunto C C [0,d[ x [-Z,Z] ¢
P(C) = - area (C) _ area (C’)
area ([0,d[ x [-Z,%]) md

a) Seja 0 € [7370} um valor fixo, qual sdo os valores de t para os quais a agulha cruza a linha inferior? Seja
S ]0, g] um outro valor fixo, qual sdo os valores de t para os quais a agulha cruza a linha superior? (Use
trigonometria basica).

b) Seja A o conjunto de todos os (¢,0) € [0,d] x [—%, 5 [ para os quais uma agulha com coordenadas (¢, 6) cruza
alguma linha. Calcule a area de A. (A conta é simples. Calcule [ fA dtd@ primeiro em ¢ usando o item a) e depois
em 6).

¢) Usando o item b), mostre que P (A4) = 2L

d) Use seus conhecimentos acerca de experimentos de Bernoulli e responda: Qual a probabilidade de, ao jogar n
vezes uma agulha, ela cruze alguma linha k vezes? Em particular, qual é a probabilidade de que ela cruze alguma
linha em todas as vezes? Ao jogar n vezes uma agulha, qual o valor do nimero de cruzamento com as linhas é mais

frequente?

€) Ache um método simples, usando apenas uma agulha pequena e um papel pautado, para determinar os valores
de 7", em quen=1, 2,3, ...



