LISTA DE EXERCICIOS 2 - MATEMATICA 4 (CCM0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Guidorizzi vol. 3 e Apostol vol.2.

Exercicio 1. (Guidorizzi se¢do 2.3 exercicios 1, 2 e 3)

a) Sejam A e B subconjuntos limitados de R2. Mostre que se B tem contetido nulo e A C B, entdo A tem
conteddo nulo.

b) Mostre que o conjunto vazio tem contetido nulo.

¢) Mostre que todo subconjunto de R? com um niimero finito de pontos tem contetido nulo.

Exercicio 2. (Apostol segao 11.9 exercicios 1, 2, 4, 6,8)
Calcule:

a) [ fQ zy(z + y)dzdy, em que Q = [0,1] x [0, 1].
b) [ fQ(x3 + 322y + y*)dzdy, em que Q = [0,1] x [0, 1].
c) [ [, sen? (x) sen? (y) dvdy, em que Q = [0, 7] x [0, 7].
Q) I T} lcos(z + )] dady, em que Q = [0, ] x [0, 7],
e) fo y~3e dzdy, em que Q = [0,¢] x [0,¢], ¢ > 0.
Exercicio 3. (Apostol segao 11.9 exercicio 14) Seja f : [0,1] x [0,1] — R a fun¢do dada por
l,x=y
1‘7 = )

f(z,y) { 0 x4y

Mostre que f é integravel e que sua integral é igual a zero.

Exercicio 4. (Apostol segiao 11.15 exercicios 2, 3, 4)

Calcule

a) [ [o (1+2)sen (y) dzdy, em que Q ¢ o trapézio de vértices (0,0), (1,0), (1,2) e (0,1).

b) fo e" dzdy, em que Q € o conjunto {(z,y) € R%; |z| + |y| < 1}.

o) [/ Q 22y?dzdy, em que @ é a regido limitada do primeiro quadrante que fica entre zy = 1 e xy = 2 e as linhas
y=xey=4x.

Exercicio 5. (Apostol segao 11.15 exercicios 9, 10, 11, 12, 14, 15)
Fa(;a um esboqo da regiao de integracao e mude a sua ordem para os casos abaixo:

a) fy (Jy f(e.y)de) dy
b) fo (nyf x y)d:r) dy

c) 4<fffxydy)dx
d) 2(f 2a—a? my)dy)d:c

o }(féog(””)fxydy) iz
0 1% (S fy)dy) de

1
Exercicio 6. (Apostol se¢do 11.15 exercicio 22) Seja A = fol e~dt e B = IN e~t"dt. Calcule

1 T 5
I:Q/ (/ e_ydy>dx
_1 0

2
em termos de A e B. (Dica: Existem inteiros positivos m e n tais que I = mA —nB + e~ ! — e

Exercicio 7. (Apostol segao 11.15 exercicio 24) Mude a ordem de integragao e obtenha

/Oa </Oy em(am)f(iﬂ)@) dy = /Oa (a — z) ™) f(z)dz,

em que m e a sao constantes e a > 0.
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Exercicio 8. (Apostol segdo 11.22 exercicio 1) Use o teorema de Green para calcular 930 y?dx + xdy, em que
a) C é quadrado de vértices (0,0), (2,0), (2,2) e (0,2).

b) C é o quadrado de vértice (+1,+1).

¢) C é o quadrado de vértices (£2,0) e (0,+2).

)
)
d) C é o circulo de raio 2 é centro na origem.

e) C & dado por a(t) = (2cos(t),2sen?(t)), 0 < t < 2m.

Exercicio 9. (Apostol se¢ao 11.22 exercicio 2) Se P(x,y) = ze v e Q(z,y) = fxzye*yz + ﬁ, calcule a integral
¢ Pdx + Qdy sobre a fronteira do quadrado determinado por |z| < a e |y| < a.

Exercicio 10. (Apostol se¢ao 11.22 exercicio 5) Sejam f e g de classe C! num aberto conexo S de R?. Mostre que
gSC fVgda=— gSC gV f.da para toda curva de Jordan C' contida em S suave por partes.

Exercicio 11. (Apostol se¢ao 11.22 exercicio 6) Sejam u,v : S C R? — R duas fun¢oes de classe C? definidas no
aberto S. Seja R uma regidao contida em S cuja fronteira é uma curva de Jordan suave por partes. Mostre que

a) ¢ uvdr +wvdy = [ [, [v (%—g—z)—i—u(%——)}dmdy
b) ¢ (v5s “ax)dm"'( ”ay)dx—ffzz[ D0y Uaxay} dxdy.

Observagdo 12. Para os dois exercicios abaixo usaremos que se « : [a,b] — R? dado por a(t) = (z(t),y(t)) é uma
curva de Jordan cuja derivada nunca é nula, entao podemos definir sua normal como

1 ,
n(0(0) = 1 0, =2/ ().

A derivada normal de uma funcdo f de classe C! definida num aberto que contém a curva é dada por

of
o = (Vfn).

Exercicio 13. (Apostol segao 11.22 exercicio 7) Seja f (z,y) = (Q (z,y) , —P (z,y)) uma fungdo de classe C? num
aberto S. Seja C' uma curva de Jordan contida junto com seu interior em S. Mostre que

/Cde—l—Qdy:/CU,n)ds

Exercicio 14. (Apostol secao 11.22 exercicio 8) Sejam f,g : S € R? — R duas fungoes de classe C? definidas

no aberto S. Seja R uma regiao contida em S cuja fronteira é uma curva de Jordan suave por partes. Prove as
2 2

seguintes identidades, em que A = % + 6?721

éc ggds = ffR Agdzdy.
gﬁcfa"dS*ffR [fAg + Vf.Vg] dady.
¢) b f92 — g5Lds = [ [, [fAg— gAf]dudy.

Exercicio 15. (Apostol secao 11.28 exercicio 6,7,8,9) Use coordenadas polares e calcule as integrais abaixo:
a) 02(1 (fo S (=* +9?) dy) dz
b) Ji ( IS \/Wdy) dz
o) o ([ (@ +v?) * dy) da
O Ji (R @ ) o)y

Exercicio 16. (Apostol secdo 11.28 exercicio 14) Use uma mudanga de coordenadas adequada para calcular a

integral dupla abaixo:
/ / (2 — )? sen®(x + y)dady,
s

em que S é paralelogramo de vértices (,0), (27, x), (m,27) e (0,7)

Exercicio 17. (Apostol segdo 11.28 exercicio 15) Um paralelogramo S no plano xy tem vértices (0,0), (2,10),
(3,17) e (1,7).

a) Ache uma transformacao linear v = ax + by, v = cx + dy que mapeia S num retdngulo R no plano uv com
vértices opostos (0,0) e (4,2). O vértice (2,10) deve ser mapeado num ponto do eixo u

b) Calcule a integral dupla [ [ s rydrdy transformando numa integral equivalente sobre o retangulo R do item a.



LISTA DE EXERCICIOS 2 - MATEMATICA 4 (CCM0223) 3

Exercicio 18. (Apostol se(;éo 11 28 exercicio 16) Seja r>0e I(r) = [ e~ du.
a) Mostre que I(r)* = [ [, e (2% +v? dxdy, em que R é o quadrado [—7,7] x [—r,7].
b) Se C e C5 sdo os circulos de raio R e raio V2R, mostre que

// —(a%+v? dmdy<[ // —(=*+y dxdy
Cl C2

¢) Usando coordenadas polares e o item b), mostre que lim, o I(r) = /7. Isto prova que [~ e du = @

Exercicio 19. (Apostol segdo 11.22 exercicios 17) Considere o mapa definido pelas equacoes:
r=u-+wv, y:v—u2.
a) Calcule o determinante jacobiano J(u,v).
b) Um tridngulo no plano uv tem vértices (0,0), (0,2) e (2,0). Determine por meio de um esboco, a sua imagem
S no plano zy pela transformacao acima.
c¢) Calcule a area de S por uma integral sobre S e por uma integral sobre 7.

d) Calcule
// r—y+1 dxdy

Exercicio 20. (Apostol segdo 11.22 exercicios 18) Considere a mudanga de coordenadas = = u

a) Calcule J(u,v).

b) Se T denota o retdngulo no plano uv com vértices em (1, 1), (2,1), (2,3), (1,3). Esboce a imagem S de T no
plano zy.

¢) Calcule a integral dupla [ | ¢ rydzdy fazendo a mudanca de varidvel x = w2 —v? ey = 2uv, em que C é a
bola de raio 1 e centro na origem.

2 —v? ey = 2uw.



