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Os exercicios a seguir foram selecionados ou adaptados dos livros do Hoffman /Kunze e Domingues,/Callioli/ Costa.
Como na aula F é sempre R ou C.

ExERcicIO 1
Verifique se os mapas abaixo sao transformacoes lineares:

a) F: R — R? dado por F(x) = (z,2).

F:V — V dado por F(v) = aw, em que « é um escalar fixo, a € F.

F: M, (F) — M, (F) dado por F(X)= P 'XP, em que P € M, (F) ¢ uma matriz inversivel fixa.

F:R* — R* dado por F(z,y,z,t) = (cos(x),y, 2, t).

F: M, (F) - M,(F) dado por F'(X) = XA — AX, em que A € M,,(F) é uma matriz fixa.

F:C*(R) — C*>*(R) dado por F(f) = %f(x) + 22 f(z), em que C*°(R) sdo as fungdes C de R em R.
F

: C([0,1],R) — R dado por F(f) = fol f(z)dz, em que C(]0,1],R) sdo as funcodes continuas de [0,1] em R.

EXERcicIO 2
Para cada uma das transformacgdes lineares abaixo determine uma base e a dimensdo do nicleo e da imagem.

a) F:R® — R dado por F(x,y,2) =z +y — z.

b) F : R? — R? dado por F(z,y) = 2z, +y).

¢) F:R? — R? dado por F(z,y) = (x +y,z — y,y).
d) F : Py(F) — Py(F) dado por F(f(t)) = £2f"(1).

e) F: My(F) — M»(F) dado por F(X) = MX + X, em que M = ( (1) (1) )

EXERcICIO 3
Seja V um espaco vetorial sobre F de dimensdo n. Considere F também como um espaco vetorial sobre F. Seja
entdo F': V — F uma transformagao linear.

a) Mostre que dim(Ker(F)) ou é igual A nouan— 1.

b) Se G : V — F é outra transformacao linear e {F, G} sdo elementos ndo nulos, linearmente dependentes em
L(V,F), entdo mostre que Ker(F) = Ker(G).

ExERrcicio 4
Considere o espaco das sequéncias em F, denotado por FY. Lembramos que os elementos deste espaco vetorial
sdo as sequéncias {z, }neny = {(z1, 22, ...); x; € F} com as operagoes

(1,22, 23, ...) + (Y1, Y2, Y3, --.) = (X1 + Y1, T2 + Y2, 23 + Y3, ...),

)\(.’tl,l'Q,iL’g, ) = ()\1'1, >\$2, )\:Ig, )

Neste espaco vetorial mostre que
a) O mapa T : FN — FN dado por T'(21,x2,...) = (0,21, 29, ...) € uma transformacdo linear injetora, mas que nao
é sobrejetora.
b) O mapa T : FY — FN dado por T(z1,xs,...) = (72,23,...) ¢ uma transformacio linear sobrejetora, mas que
nao é injetora.
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¢) Encontre uma transformacio linear T : F[z] — FY injetora, em que F[z], também denotado por P(F), sido os
polinémios com coeficientes em TF.

Observagao: O que ocorre neste exercicio é que o espaco das sequéncias ndo é um espago vetorial finitamente
gerado, ou seja, ndo tem dimensdo finita. Logo as equivaléncias entre transformacoes lineares injetoras, sobrejetoras
e bijetoras que sao véalidas para transformagoes lineares T : V — V quando V tem dimensdo finita, ndo sao
verdadeiras nestes espagos.

EXERCICIO 5

Dado V um espaco vetorial sobre F, seja F : V — V uma transformacdo linear que satisfaz F? = F, ou seja, é
tal que para todo v € V vale F(F(v)) = F(v), entdo:

a) Mostre que v — F(v) € Ker(F)

b) Usando v = v — F(v) + F(v), mostre que V = Ker(F) + Im(F).

c¢) Mostre que Ker(F)NIm(F) = {0}. Portanto V = Ker(F) ® Im(F).

EXERCICIO 6

Seja F' : F? — F? a transformagcao linear dada por F(z,y, 2) = (v+2,y—22). Sejam B = ((1,2,1),(0,1,1),(0,3,—1))
uma base ordenada de F3 e C' = ((1,5), (2, —1)) uma base ordenada de F2. Ache a matriz da transformagéo linear
F em relagdo as bases B e C, Fpc.

EXERcIcCIO 7
Seja U € M,,(F) uma matriz inversivel. Mostre que o mapa F : M, (F) — M, (F) dado por F(X) =UXU"! ¢
um isomorfismo.

EXERCICIO 8

Seja B = ((1,0),(0,1)) a base canonica de R? e C' = ((1,2), (1 — 1)) uma outra base ordenada de RZ.

a) Seja F' a transformacdo linear sobre R?, definida por F(x1,72) = (—2,21). Ache a matriz da transformacao
linear em relagao a base canodnica, Fg.

b) Ache a matriz de mudanga de base B para C, I¢p, e de mudanca de base C para B, Ipc.

c) Use as matrizes acima para determinar a matriz da transformagao linear F' em relagdo a base C, Fe.

d) Se u é um vetor com coordenadas (1,0) em relagio a base C, quais sdo as coordenadas de F'(u) em relacdo a
base C?

EXERcICIO 9

Sejam V um espaco vetorial sobre F de dimensao n e W um espaco vetorial sobre F de dimensao m < n.
Consideremos F : V — W e G : W — V duas transformagoes lineares. Qual é o maior valor que a dim(Im(G o F))
pode ter? Use isto para mostrar que se A € My, (F), B € M,,xn(F) e m < n, entdo a matriz AB néo é inversivel.
Isto generaliza o exercicio 9 da lista 1.

EXERcicIo 10

(i) Ache a base dual das bases

a) B=((1,1,2),(1,2,0),(3,4,0)) de R3.
b) B = (1,t,1 — %) de Py(F).

(i) Seja f : R?* — R o funcional linear f(z,y,z) = z. Quais sdo as coordenadas deste funcional em termos da
base dual de B?

Observacio: Nos sabemos que todo funcional linear em R? é dado por f((z,y, z)) = ax + by + cz e todo funcional
linear em P3(F) é dado por F(x + yt + 2t?) = ax + by + cz. Achar a base dual é o mesmo que achar trés funcionais
lineares f1, fo e f3, ou seja, determinar os valores de a, b e ¢ para cada um deles, de forma que os funcionais
satisfacam a relagdo f;(u;) = d;;, em que u; sdo os elementos da base B.



