EXERCICIO 3 PARA ENTREGAR - MATEMATICA 4 (CCMO0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA42019

A OBJETIVO £ CALCULAR O VOLUME DE UMA BOLA UNITARIA EM R™ E A AREA DE SUA FRONTEIRA S" 1.

aberto

Seja ) = (1,...,92,): U C R" ! — R" uma parametrizagio que cobre toda a esfera S~ = {z € R"; |z| = 1},
a ndo ser por um conjunto que seja indiferente para integracao. !
1) Vamos denotar por (61, ...,0,_1) os elementos de U C R™~!. Mostre que, para todo j € {1,...,n}, temos
o o,

H—+...+Q, =0.
1 20, +.o+ 26, 0
Dica: Quanto vale Q3 + ... + Q27

2) Seja ¢ : ]0,00[ x U — R™"~1 dado por ¢ (r,01,....,0,_1) = (1Q4,...,78,). Ache o Jacobiano de ¢ em termos
de 7, Q; e das derivadas parciais de 08 gg; ). Mostre que |det (Jp)| = r"~1\/det (g), em que

90,
g € My_1xn—1(R) é a matriz g;; = <W’ W>‘ Dica: Use o item 1) e o fato de que
i J

(néo precisa calcular
20 90

det (Ji)? = det (Ji) det (J) = det ((J(p)T) det (Jip) = det ((J@T (Jga)) .

3) Use o item acima e a férmula de mudanga de varidvel para integrais para mostrar o seguinte resultado: Se
f:B(0,R) — R ¢é uma funcio continua e integravel na bola fechada de raio R, B (0, R), entdo?

/Bm,R) S (@) de = /OR | Feyrtinas

Em particular, se existe g : [0,00] — R tal que f (z) = g (|z|), entao
R
/ f(z)dz = Area (51 / g (r)r"dr.
B(0,R) 0

4) Mostre que, para |z|° = 22 + ... + 22, temos

/ emalel gz = (Z)% .
n a

Dica: Pode usar o resultado visto em sala de aula: ffooo e Vdt = VT
5) Defina a fungao T' por
I'(z)= / et dt.
0

Mostre, usando Mudanca de Coordenadas, que se b > 0, entao

r <b+1> = 27r%/ e rbdr.
2 0

6) Escreva fRn e~ el dgp = limp_voo fB(o R) e~ ™21 4z em coordenadas polares usando o item 3) e conclua, usando
o item 4) e 5), que

) 2r
Area (5"71) = W;
r'(3)
Usando o item 3), conclua que
27
Volume (B (0,1)) = —
nl'(3)

IPodemos usar, por exemplo, € : ]0, 7r["72 % 10, 2w[ — R™ dado por
Q(01,....,0n-1) = (cos (01) ,sen (01) cos (02) , ...,sen (01) sen (62) ...sen (0n—2) cos (0n—1) ,sen (01) sen (62) ...sen (0n—2) sen (0 —1)) .

Essas s@o as coordenadas polares (ou esféricas) generalizadas.
2Lembre-se que, numa superficie de dimensdo k em R™ descrita por uma parametrizagio Q : V C RF — R™, o elemento de area é

dado por dS = 4/det <%, %>d91...d0n,1. Se k =2 e n = 3, entdo vimos que isso equivale a dS = H % X % dudv.
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