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A objetivo é calcular o volume de uma bola unitária em Rn e a área de sua fronteira Sn−1.

Seja Ω = (Ω1, ...,Ωn) : U
aberto
⊂ Rn−1 → Rn uma parametrização que cobre toda a esfera Sn−1 = {x ∈ Rn; |x| = 1},

a não ser por um conjunto que seja indiferente para integração. 1

1) Vamos denotar por (θ1, ..., θn−1) os elementos de U ⊂ Rn−1. Mostre que, para todo j ∈ {1, ..., n}, temos

Ω1
∂Ω1

∂θj
+ ...+ Ωn

∂Ωn
∂θj

= 0.

Dica: Quanto vale Ω2
1 + ...+ Ω2

n?

2) Seja ϕ : ]0,∞[ × U → Rn−1 dado por ϕ (r, θ1, ..., θn−1) = (rΩ1, ..., rΩn). Ache o Jacobiano de ϕ em termos

de r, Ωj e das derivadas parciais de ∂Ωi

∂θj
(não precisa calcular ∂Ωi

∂θj
). Mostre que |det (Jϕ)| = rn−1

√
det (g), em que

g ∈Mn−1×n−1 (R) é a matriz gij =
〈
∂Ω
∂θi
, ∂Ω
∂θj

〉
. Dica: Use o item 1) e o fato de que

det (Jϕ)
2

= det (Jϕ) det (Jϕ) = det
(

(Jϕ)
T
)

det (Jϕ) = det
(

(Jϕ)
T

(Jϕ)
)
.

3) Use o item acima e a fórmula de mudança de variável para integrais para mostrar o seguinte resultado: Se

f : B (0, R)→ R é uma função cont́ınua e integrável na bola fechada de raio R, B (0, R), então2∫
B(0,R)

f (x) dx =

∫ R

0

∫
Sn−1

f (r,Ω) rn−1drdS.

Em particular, se existe g : [0,∞[→ R tal que f (x) = g (|x|), então∫
B(0,R)

f (x) dx = Área
(
Sn−1

) ∫ R

0

g (r) rn−1dr.

4) Mostre que, para |x|2 = x2
1 + ...+ x2

n, temos∫
Rn

e−a|x|
2

dx =
(π
a

)n
2

.

Dica: Pode usar o resultado visto em sala de aula:
∫∞
−∞ e−t

2

dt =
√
π.

5) Defina a função Γ por

Γ (x) =

∫ ∞
0

e−ttx−1dt.

Mostre, usando Mudança de Coordenadas, que se b > 0, então

Γ

(
b+ 1

2

)
= 2π

b+1
2

∫ ∞
0

e−πr
2

rbdr.

6) Escreva
∫
Rn e

−π|x|2dx = limR→∞
∫
B(0,R)

e−π|x|
2

dx em coordenadas polares usando o item 3) e conclua, usando

o item 4) e 5), que

Área
(
Sn−1

)
=

2π
n
2

Γ
(
n
2

) .
Usando o item 3), conclua que

Volume (B (0, 1)) =
2π

n
2

nΓ
(
n
2

) .
1Podemos usar, por exemplo, Ω : ]0, π[n−2 × ]0, 2π[→ Rn dado por

Ω (θ1, ..., θn−1) = (cos (θ1) , sen (θ1) cos (θ2) , ..., sen (θ1) sen (θ2) ...sen (θn−2) cos (θn−1) , sen (θ1) sen (θ2) ...sen (θn−2) sen (θn−1)) .

Essas são as coordenadas polares (ou esféricas) generalizadas.
2Lembre-se que, numa superf́ıcie de dimensão k em Rn descrita por uma parametrização Ω : V ⊂ Rk → Rn, o elemento de área é

dado por dS =

√
det
〈
∂Ω
∂θi

, ∂Ω
∂θj

〉
dθ1...dθn−1. Se k = 2 e n = 3, então vimos que isso equivale a dS =

∥∥∥ ∂Ω
∂u
× ∂Ω

∂v

∥∥∥ dudv.
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