LISTA DE EXERCICIOS 4 ALGEBRA LINEAR - TURMA 1.

Os exercicios a seguir foram selecionados ou adaptados dos livros do Hoffman /Kunze e Domingues,/Callioli/ Costa.
Como na aula F é sempre R ou C.

ExERcicIo 1
Seja V' um espago vetorial sobre F. Sejam (,); : V xV = Fe (,), : V xV — F dois produtos internos de V.
Mostre que

a) A funcao (,); : V x V — F definida como (u,v),; = (u,v); + (u,v), é um produto interno.

b) A funcdo (,); : V x V — F definida como (u,v); = a (u,v),, em que o € R é um nimero maior do que 0, é
um produto interno.

c) Se T : V — V é uma transformacdo linear injetora, entdo a funcdo (,); : V x V — F definida como
(u,v)p = (T'(u),T(v)); é um produto interno.

d) A funcdo (,); : V x V — I definida como (u,v); = 0 ndo é um produto interno.

e) Os produtos internos em F com a soma e o produto por escalares definidos acima néo formam um subespago
vetorial das fungoes de V' x V em F com a soma e o produto por escalares definidos usualmente.

EXERcIcCIO 2
Seja V um espago vetorial sobre F com produto interno e F': V — V uma transformagcao linear.

a) Mostre que se (F(u),v) = 0 para todo u e v € V, entdo F é a transformacao linear nula.
Agora suponha que F = C e que (F(u),u) = 0 para todo u € V.

b) Mostre que 0 = (F(au + v), au +v) = a (F(v),u) + a (F(u),v) para todo « € C,uev € V.
c) Usando os valores a« = 1 e a = i, conclua que (F(u),v) = 0 para todo u e v € V. Logo F = 0.
Agora suponha que F = R. Considere F : R? — R? a transformagcdo linear F(z,y) = (y, —x).

d) Mostre que (F(u),u) = 0 para todo u € R2.

Responda, usando os resultados dos itens anteriores, a seguinte questao

e) Seja V um espago vetorial sobre F com produto interno. Sejam F : V — V e G : V — V transformagoes
lineares tais que (F(u),u) = (G(u),u) para todo u € V. Mostre que se F = C, entdo F = G e que se F = R,
entdo isto ndo ¢ necessariamente verdade. (Use que (F'(u),u) = (G(u),u) para todo u € V se, e somente se,
((F — G)(u),u) = 0 para todo u € V).

EXERcICIO 3
Encontrar as normas de u e v, a distancia de v a v e o angulo entre u e v nos seguintes casos:

a) u=(1,1,1,1) v = (0,0,1,1) com o produto interno usual de R*.
b) u =1+t —t? e v = 3t% com o produto interno de P(R) definido por

1
(u,v) :/0 u(t)v(t)dt.

_= O

c)u:((l) é)evz(

1
0
a1l G12 b1 b2 _ _ a1 Q12 bin  ba1
<< 4oy >,< Doy oy >> = anbin + ai2bi2 + ag1bo1 + azeby =T'r (( o1z > < bio Do :

EXERciIcIO 4

) com o produto interno de M5(R) definido em aula, ou seja,
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Determinar uma base ortonormal de cada um dos seguintes subespacos vetoriais do R* utilizando o processo de
Gram-Schmidt:
a) W =1(1,1,0,0),(0,1,2,0),(0,0,3,4)].
b) W = [(27 0) 07 0)7 (1a 37 37 O)a (37 _33 _35 0)]

EXERcCICIO 5
Seja o espago P»(F) com o produto interno definido por

1
(f.9) = ; f(t)g(t)dt

a) Ortonormalizar a base {1,1 +t,2t2}.
b) Achar o complemento ortogonal do subespaco W = [5,1 + ¢].

EXERcICIO 6
Seja W = {(z,y,2,t);z —y—2=0 e z— 2t = 0} um subespaco de R*.

a) Ache uma base e a dimensdo do subespaco W dado acima.
b) Usando Gram-Schmidt, ache uma base ortonormal de W.
c¢) Determine o operador de projecao ortogonal de R* em W.

d) Determine a projecao ortogonal do vetor (1,1,0, —1) sobre o subespago W.

EXERcIcIO 7
Seja V um espaco vetorial sobre F com produto interno. Sejam 7 : V — V e S : V — V isometrias.

a) Mostre que SoT : V —V e T ! :V — V também sao isometrias.

b) Seja F = R. Dados u e v € V vetores ndo nulos, entdo mostre que o angulo entre u e v é igual ao angulo entre
T(u) e T(v).

¢) Mostre que se T : M,,(C) — M, (C) é uma transformacao linear dada por T(A) = AM, em que M é uma
matriz unitaria (M*M = MM* = I,,), entdo T é uma isometria no produto interno (A, B) = Tr(AB*).

EXERcICIO 8
Seja H um subespaco vetorial de um espaco vetorial finitamente gerado V' com produto interno. Entao cada
v € V pode ser escrito de maneira inica como
v=~h+t,
emque h€ Hetec H*, pois V=H®H*. Considere a aplicacio A : V — V definida por
A(v)=h—t
para todos os v € V.

a) Mostre que A é linear e é auto-adjunta.

b) Se V = R3, com o produto interno usual e H = [(1,1,0)], ache a matriz de A em relagao & base canonica de
R3.

EXERcIcCIO 9
Seja V' um espaco vetorial sobre F com produto interno. Se T' € L(V) é um automorfismo e T é auto-adjunta,
entdo T~! também é auto-adjunta.

ExERcicIo 10
Seja V' um espago vetorial n dimensional sobre R com produto interno.

a) Mostre que dado v € V, entdo a funcdo f, : V — R dada por f,(u) = (u,v) é um funcional linear.

b) Mostre que a aplicacio T : V — V* (V* é o dual de V') dada por T'(v) = f,, é um isomorfismo.



