LISTA DE EXERCICIOS 5 - MATEMATICA 3 (CCM0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA3

Os exercicios a seguir foram selecionados ou adaptados do Apostol.

Exercicio 1. (Apostol, capitulo 5.5, exercicios 3 e 4) Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita (real ou
complexo), T:V —V e S:V — V operadores auto-adjuntos.

a) Mostre que 7" também é auto-adjunto.

b) Mostre que se T for invertivel, entdo 7! também é auto-adjunto.

c¢) Mostre que aT" + bS é auto-adjunto, se a e b pertencerem a R.

d) Mostre que ST ¢é auto-adjunto se ST = T'S.

Exercicio 2. (Apostol, capitulo 5.5, exercicios 5 e 6)

a) Seja T : R3 — R? uma transformagao linear tal que T'(i) = 4, T(j) = j e T(k) = —k. Considere R3 com o
produto escalar usual. Mostre que T é auto-adjunta.

b) Seja T : C'([0,1]) — C([0,1]) uma transformagao linear dada por Tf (= fo t)dt, em que C (]0,1]) é

o espago vetorial das fungOes reais continuas com produto interno (f,g) fo dt Mostre que existe o
operador adjunto e T* = —T.

Exercicio 3. (Apostol, capitulo 5.5, exercicio 9) Seja V um espago vetorial complexo com produto interno e
dimensao finita. Seja T': V' — V uma transformacao linear e @) : V' — C definida como

Q) = (Tv,v).

a) Se T ¢é autoadjunta, mostre que a imagem de @ é sempre real.
b) Se T* = —T, mostre que a imagem de ) é sempre imaginaria pura.

¢) Mostre que Q (Av) = |A\]> Q (v), para todo A € C.
d) Prove que Q (u+v) = Q(u) + Q(v) + (Tu,v) + (Tv,u). Ache uma férmula para Q (u + Av), em que A € C.

e) Prove que se Q(u) = 0 para todo u, entdao 7' = 0.
f) Prove que se a imagem de @) é sempre real, entdo T' é autoadjunta.

Exercicio 4. (Apostol, capitulo 5.11, exercicio 2)
. . cos(§) —sen(f) \ .

a) Verifique que a matriz A = ( sen(8)  cos(6) é ortogonal.

b) Seja T : R? — R? a transformacdo linear que corresponde & matriz A. Mostre que T leva um ponto com
coordenadas polares (7, «) no ponto com coordenadas polares (r, « + 6).

Exercicio 5. (Apostol, capitulo 5.11, exercicios 5 a 8) Para cada uma das matrizes abaixo, ache um conjunto de
autovalores ortogonais e uma matriz unitaria U tal que U~ ' AU é diagonal.

9 12
a')A:<12 16)

wa=(y )

1 3 0
)A=|3 -2 -1
0 -1 1
1 3 4
HA=|3 1 0
40 1

Exercicio 6. (Apostol, capitulo 5.11, exercicio 12) Seja A € M,,«, (C). Se A é autoadjunta e todos os autovalores
sdo iguais a A € R, mostre que A = \I.

Exercicio 7. (Apostol, capitulo 5.11, exercicio 14) Para cada uma das afirmagoes, prove ou dé um contraexemplo.
Abaixo A e B sdo matrizes em M, %, (C):
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a) Se A e B sdo unitarias, entdo A + B é unitaria.

b) Se A e B sao unitarias, entdo AB é unitaria.

c) Se A e AB sédo unitarias, entdo B ¢ unitéria.

d) Se A e B sdo unitarias, entdo A + B néo é unitaria.

Exercicio 8. (Apostol, capitulo 5.15, exercicio 1 a 7) Para cada uma das fomas quadraticas abaixo, ache uma
matriz autoadjunta associada, os autovalores da matriz, uma base ortonormal de autovetores e uma matriz unitéria
que a diagonaliza.

a) 422 + 4wy 29 + 23

b) z1x9

c) 2% + 2179 — X3
d) 342% — 24z 79 + 4123
e) 13 + 1172 + 1173 + Tow3
f) 222 + dxy23 + 23 — 23
g) 322 + dx129 + 87123 + 4273 + 373

Exercicio 9. (Apostol, capitulo 5.20, exercicio 2) Seja A € M, x, (R) uma matriz unitaria (ou seja, ortogonal).
Mostre que

a) Se A é um autovalor de A, entdo A é igual a 1 ou —1.

b) Se A é um autovalor de A, entdo A também & um autovalor de A.

c) Se n é impar, entdo A tem ao menos um autovalor real.

Exercicio 10. (Apostol, capitulo 5.20, exercicio 3) Seja T' : R™ — R"™ uma transformagéo linear unitaria tal que
det ([T]z) = 1, em que B é a base canonica. Mostre que se n é impar, entdo 1 é um autovalor de 7. (Dica: Use o
exercicio 9)

Exercicio 11. (Apostol, capitulo 5.20, exercicio 5) Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita com produto
interno. Se T': V — V uma transformacao linear que preserva a norma, entdo 7' é unitaria.

Exercicio 12. (Apostol, capitulo 5.20, exercicio 6) Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita com produto
interno. Se T : V — V & unitaria e autoadjunto, entdo T2 = I.

Exercicio 13. (Apostol, capitulo 5.20, exercicio 7) Seja V' um espago vetorial de dimensdo finita com produto
interno. Sejam (ey,...,e,) € (uy, ..., u,) duas bases ortonormais de V. Mostre que existe um operador unitario que
leva uma base na outra.

Exercicio 14. (Apostol, capitulo 7.4, exercicio 2 e 3) Sejam P e @ fungdes de R com valores em M,,x,, (R). Mostre
que
a) (P+Q) =P +Q.
b) (PQ)' = P'Q + PQ'.
) (@Y =-Q'QQ .
d) (PQ 1) — _PQ—lQ/Q—l —|—P/Q_1.
f) (P?)' = P'P? + PP'P + P2P'.

o

Exercicio 15. (Apostol, capitulo 7.4, exercicio 11) Seja D € M,, (C) uma matriz diagonal: D = diag(A1, ..., \n).
Mostre que se ZZO:O cx DF converge, entdo

’icka = diag (2 ck)\’f, ...,g_o:ock)fL) .

Exercicio 16. (Apostol, capitulo 7.12, exercicios 1 a 5, 8 a 10) Calcule ¢4 nos seguintes casos:

aa (1)
b)A:(i g)
c)A:((l) (1))
d)A:(O1 ?)
e)A(_O1 (1)>
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h) A=

o)

=

N

Il
oo OO0 0o oo
—_—_0 O = O oK
—Oo O OoORrR R~ o=

Exercicio 17. (Apostol, capitulo 7.12, exercicio 7) Seja A (t) = < (1) 8 > Mostre que %e"‘(t) ¢ diferente de
AW A (1) o de A (1) AW,

Exercicio 18. (Apostol, capitulo 7.15, exercicios 8, 9, 11 e 14) Resolva os sistemas Y’ (t) = AY (¢) abaixo com as
condicoes iniciais dadas:

ST ()

-5 3 1
b)A:<—15 7)’Y°:<1)'
2 0 0 1
c)A=[1 0 1 0 |,Yo= 02).
0 1 1 C3
1100 0
0210 0
DA=1 490930 0],
00 0 4 1

Exercicio 19. (Apostol, capitulo 7.17, exercicio 1) Seja Z uma solu¢do do sistema nao homogéneo
Z'(t) = AZ(t) + Q(t)
num intervalo J com valor inicial Z(a). Prove que existe uma tnica solu¢do do problema
Y'(t) = AY (t) + Q(2)
com valor inicial Y (a) e que esta solucdo é dada pela formula
Y(t)=Z(t) + e (Y(a) — Z(a)) .

Exercicio 20. (Apostol, capitulo 7.17, exercicio 2)
a) Prove que a solugdo do sistema

Y'(t) =AY (t)+ C, Y(a) =B

t
Y(t) = et~ 94B 4 </ eSAds> C.

b) Prove que se A for uma matriz inversivel, entao fat esAds = (e(t’“)A — I) AL
¢) Calcule Y () explicitamente quando

1=(25)e=(a)m=(2)0m0

Exercicio 21. (Apostol, capitulo 7.20, exercicio 1) Seja p uma funcio com valores reais. Prove que

Y'(t) = p()AY () + Q(t), Y(a) = B

é dada por

tem solucao

t
Y(t) = e!®4B + eq(t)A/ e~ 1DAQ(s)ds,

a

em que g(t) = fat p(s)ds.
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Exercicio 22. (Apostol, capitulo 7.20, exercicio 3) Seja t € R + A (t) € M, x,, (R) uma funcio e E(t) = eA®).
Assuma que E(t)) = A(t)'E(t). Prove que
YI(t) = A@®)Y(t) +Q(t), Y(a)=B
tem solucao .
Y(t) = et~ A g 1AM / e A Q(s)ds.
a



