LISTA DE EXERCICIOS 6 - MATEMATICA 4 (CCM0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

Os exercicios a seguir foram selecionados ou adaptados dos livros do Apostol.

Exercicio 1. (Apostol segdo 14.4 exercicio 3) Dois dados sdo jogados. A cada jogo podemos associar um par
S ={(a,b); a,b€{1,2,3,4,5,6}} que corresponde aos resultados do primeiro e segundo jogo. Seja X : S — R a
variavel aleatoria dada por X (a,b) = a +b.

a) Descreva os conjuntos {X =7}, {X =11}, {X =7 ou X =11}.

b) Calcule as probabilidades dos eventos dos itens a).

Exercicio 2. (Apostol segao 14.8 exercicios 1 e 2)

a) Jogamos um dado. Seja X : S — {1,2,3,4,5,6} a variavel aleatoria que associa a cada jogada o numero que
aparece na face superior do dado. Desenhe o gréfico da funcao de distribuicao da variavel aleatoria Fx.

b) Jogamos dois dados. Seja X : S — {1,2, ..., 11,12} a variavel aleatoria que associa a cada jogada a soma dos
numeros que aparecem nas faces superiores dos dados. Ache os valores da funcido de probabilidade de massa px e
desenhe o gréfico da funcao de distribuicao da varidvel aleatéria Flx.

Exercicio 3. (Apostol segao 14.8 exercicios 8 e 9) Seja X : S — R uma variavel aleatoria.

a) Se a imagem de X é {1,2,...,n} e a probabilidade P (X = k) é proporcional a k, calcule a constante de
proporcionalidade, a funcao de probabilidade de massa px e a funcdo de distribuicao Fix.

b) Se a imagem de X é Ny := {0, 1,2, ...} e a probabilidade P (X = k) é proporcional a %, em que ¢ € R, calcule
a constante de proporcionalidade, a funcao de probabilidade de massa px e a funcao de distribuicao Fx.

Exercicio 4. (Apostol se¢ao 14.8 exercicio 11) O nimero de minutos que uma pessoa tem que esperar numa estagao
de trem é dado por uma variavel aleatéria cuja funcao de massa de probabilidade é dada por

+,t=0,0,3,0,6,0,9,21,24,2,7, 3,0.
p(t) = 5 t=1,2,1,51,8

0, de outra forma

Esboce o grafico da fungdo de distribui¢do F'. Seja A o evento que corresponde a pessoa a esperar um tempo > 1
e < 2. Seja B o evento que corresponde a pessoa a esperar um tempo > 1 e < 3. Calcule as seguintes probabilidades:
P(A), P(B), P(ANnB), P(B|A), P(AUB).

Exercicio 5. (Apostol segdo 14.12 exercicio 1) Uma variavel aleatoria tem uma fungdo de distribuigao continua F,
em que
0,set <0
F({t)=( ct,se0<t<1
1,set > 1

a) Determine a constante ¢ > 0 e descreva a funcdo de densidade f.
b) Calcule a probabilidade P (X = 1), P(X < ) e P (|X| < 3).

Exercicio 6. (Apostol secdo 14.12 exercicio 4) O tempo que uma pessoa deve esperar o 6nibus é dado por uma
varavel aleatoria continua cuja funcdo de densidade f é dada por

lse0<t<1
f@)= se2 <t <4
0, de outra formas

Calcule a probabilidade de uma pessoa ter que esperar:
a) Mais do que 1 minuto.

b) Mais do que 2 minutos.

¢) Mais do que 3 minutos.
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Exercicio 7. (Apostol secao 14.12 exercicio 6) Uma variavel aleatoria tem distribui¢do uniforme sobre [—3, 3].
a) Calcule P (X =2), P(X <2), P(|X|<2),P(|X-2<2).
b) Ache ¢ para o qual P (X >t) = &.

Exercicio 8. (Apostol se¢io 14.16 exercicio 2) Um material radioativo obedece uma lei de decaimento exponencial
com tempo de meia vida de 2 anos. Considere o tempo de decaimento X (em anos) de um atomo e assuma que X
tenha distribui¢ao exponencial. Calcule a probabilidade de que o a&tomo se desintegre:

a) Num intervalo entre 1 < X < 2.

b) Num intervalo entre 2 < X < 3.

¢) Num intervalo entre 2 < X < 3, dado que néo se desintegrou em 0 < X < 2.

d) Num intervalo entre 2 < X < 3, dado que ndo se desintegrou em 1 < X < 2

Exercicio 9. (Apostol segdo 14.16 exercicio 8) Uma variavel aleatoria tem um distribui¢do normal padrao ®. Prove
que

a) d(—z)=1-(x).

b) P(|X| < k)=2® (k) — 1.

c) P(|X|>k)=2(1—-2(k)).
Exercicio 10. (Apostol se¢do 14.16 exercicio 14) Se X tem uma distribuigado normal padrao, mostre que Y = a X +b,
a # 0, também tem uma distribui¢do normal. Ache a média e varidncia de Y.

Exercicio 11. (Apostol se¢io 14.16 exercicio 15) Se X tem uma distribui¢io normal padrao e Y = X2,
u2
a) Mostre que Fy (t) = \/% I Y= du, se t > 0.
b) Determine Fy (t) para ¢t < 0 e descreva a funcdo de densidade fy-.

Exercicio 12. (Apostol secdo 14.18 exercicio 1) Seja X uma variavel aleatoria com distribuigdo uniforme em [0, 1].
Determine a funcao de distribuicao Fy e de densidade fy de uma varidvel aleatéria Y se:

a) Y =3X+1
b)Y =1-3X
)Y = X2
d) Y = |In(X)|
¢) Y =In (X?)
f)Y =eX

Exercicio 13. (Apostol secao 14.18 exercicio 3) Seja X uma variavel aleatoria com distribuigdo normal. Descreva
a funcao de densidade de probabilidade da variavel aleatoria Y, em que

a) Y = X2
b)Y = |x|}
)Y =eX

d) Y = arctan(X)

Exercicio 14. (Apostol secdo 14.22 exercicios 1 e 2) Sejam X e Y duas varidveis aleatorias de uma dimensdo com
funcoes de distribuicao Fx, Fy e funcao de distribui¢do conjunta F'.
a) Prove que X e Y sdo independentes se, e somente se,

Pla<X<bce<Y<d=Pla<X<bP(c<Y <d),

para todo a < be c < d.

b) Considere o caso discreto. Assuma que x1,2Z2, ... € Y1, Y2, ... sd0 pontos de massa de X e Y, respectivamente.
Sejaa; = P(X =), b = P(Y =y;) e pij = P(Y =2;,Y =y;). Mostre que X e Y sdo independentes se, e
somente se, p;; = a;b; para todo 1, j.

c) Assuma que X e Y sejam continuas e possuem fungoes de densidades fx e fy continuas. Suponha que
F também tenha uma funcao de densidade continua f. Mostre que X e Y sao independentes se, e somente se,
f(z,y) = fx () fy (y). (Dica: Expresse a funcdo de densidade como derivada da fungio de distribuigao).

No caso em que X e Y assumem valores z1, x2, Y1 € Y2, respectivamente, suponha que P (X =z1,Y =) =
P(X=z,Y=yp)=LeP(X=2,,Y=y)=P(X=u3Y=y;)=1, emquep+qg=1,peqsio>0.

d) Determine P (X = x;), P (Y = y,) para todo i e j entre 1 e 2.

e) Para quais valores p as variaveis X e Y sdo independentes.

Exercicio 15. (Apostol segdo 14.22 exercicio 3) Seja a < b e ¢ < d. Defina uma funcio f da seguinte forma

1
_ | mma@—o (z,y) € [a,b] x [¢,d]
f (2, y) { 0, de outra forma
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a) Verifique que f é a densidade de uma distribuigdo continua e determine F'.
b) Determine as distribui¢oes de dimensdo um Fx e Fy obtidas de f.
c¢) Determine se X e Y sdo variaveis aleatorias independentes.

Exercicio 16. (Apostol secdo 14.24 exercicios 1 e 2) Sejam X e Y duas variaveis aleatorias independentes e de
dimensdo um, cada uma com distribuigao uniforme sobre [0, 1].

SejamU=X+YeV=X-Y.

a) Prove que U tem uma distribuicdo de densidade continua fyy dada por

u, 0<u<1
fuoluy=¢ 2—u,1<u<?2
0, de outra forma

b) Descreva de numa forma similar a densidade continua fyr de V.
c¢) Determine se U e V sdo independentes ou néo.

Sejam agora U = max{X,Y} e V =min{X,Y}.

d) Prove que U tem uma distribuigdo de densidade fy dada por

fU(U):{ 2u, 0 <u <1

0, de outra forma
e) Descreve a fungdo de densidade fy para V
f) Determine se U e V sdo independentes ou néo.

Exercicio 17. (Apostol secao 14.27 exercicio 1) Jogamos um dado. Seja X a variavel aleatoria com valores em
{1,2,3,4,5,6} que corresponde ao nimero que aparece em cima do dado. Calcule E (X) e Var(X).

Exercicio 18. (Apostol se¢ao 14.27 exercicios 3) Mostre as seguintes propriedades para distribui¢des continuas ou
discretas:

a) E(cX)=cE(X)

b) Var (cX) = c*Var (X)

) E(X+Y)=EX)+E(Y)

d) Var (X) = E(X?) - E(X)?

e) Var( X+Y)=Var(X)+Var(Y)+2E((X - E(X)) (X — E(X)))
f) E(p1 (X) + 92 (Y)) = E(p1 (X)) + E (02 (Y))

Exercicio 19. (Apostol secdo 14.27 exercicios 7) Calcule a esperanga e a varilncia (se elas existirem) de uma
variavel aleatoria X que possui

a) Uma distribuigao de Poisson com parametro \.

b) Uma distribuicdo de Cauchy.

¢) Uma distribuicio exponencial com parametro \.

d) Uma distribui¢do normal.

Exercicio 20. (Apostol secao 14.31 exercicio 1) Demonstre a desigualdade de Chebyshev supondo que X tem uma
distribuicao discreta.



