LISTA DE EXERCICIOS 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do G. Folland. (F. X, ex.Y) indica o exercicio Y do capitulo X
do livro.

Exercicio 1. (F. 3.1, ex.2) Suponha que {y1, ..., y» } seja uma base ortogonal de C™ (n&o necessariamente ortonor-
mal). Sejay € C" e aq, ..., a, € C tais que

Y =aiy1 + ... + anYn.

i) Calcule (y,y;) e mostre que (y,y;) = a; ||yj||2, para todo j € {1,...,n}.
ii) Conclua que

Y= <y7z~/12>y1 I <y,yn2>yn.
[ [1ynl

Resolucao:
i) Basta observar que (y;,yx) = 0 se j # k. Assim,

2
W, y;) = (a1 + . + an¥Yn, yj) = a1 (Y1, y5) + - + an Yn, y5) = a5 (Y5, 95) = a; ly;||”

s = 11

ii) Usando o resultado anterior, concluimos que

(Y, y|n2> .

<y7y12> L ot
[yl [9n
Exercicio 2. (F. 3.1, ex.4) Sejam uy = 3 (1,2i,-2i,0), ug = £ (2 — 44, -2,4,0), uz = &= (4 + 2,5+ 8i,4 + 10i,0)
e uyg = (0,0,0,1).

i) Mostre que {u,...,us} ¢ um conjunto ortonormal de C*, ou seja, mostre que

(s ) = O = {

Y =ai1yy + ... +anyp =

1,sen=m
0,sen #m

(Lembremos que o produto interno é dado por {(x1,z2,23,24), (Y1, Y2, Y3, Y4)) = T17Y1 + ... + T47s.
ii) Expresse os vetores (1,0,0,0) e (2,10 — 4,10 — 9i, —3) como combinagao linear dos vetores {u1,...,us}. Use
que
u = (u,ur) ug + (u, uz) ug + (u, uz) ug + (u, ug) ug.

Resposta do item ii)

1 1 1
(1,0,0,0) = gus + 5 (24 4i)uz + 3¢ (4 - 20) uy

(2,10 — 7,10 — 9i, —3) = 6uy — Suy — 15iuz + 3iua.
Exelrcicio 3. (F. 3.2, ex.1) Mostre que o conjunto {¢,}.., das fun¢des ¢, : [0,l]] = C, em que ¢,(z) =
(3#)%sen((n—3) %), n>1, é um conjunto ortonormal, ou seja,

l J—
<¢"’¢)”> = ‘/0 ¢n(x)¢n(l')dx = 0pm = { 1, sen =m

0,sen #m

Exercicio 4. (F. 3.2, ex.2) Mostre que o conjunto {¢,}

oo
n

1 _, das fungdes ¢,, : [0,]] — C, em que ¢,(z) =
(3)%cos((n— 1) Z%), n > 1, é um conjunto ortonormal, ou seja,

l _
(G0} = [ 6u(@)60(a)dr =3, = { ot m

1
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Exercicio 5. (F. 3.3, ex.4) Suponha que {¢,},., seja uma base ortonormal de L?(a,b). Sejam ¢ > 0 e d € R
duas constantes e definamos {¢,, },-; como o conjunto das funcdes 1, (z) = 2 (cz + d). Mostre que {¢,}-, é
uma base ortonormal de L? (“ a=d bzd). (Dica: Use mudanga de coordenadas y = cx + d para provar que o conjunto
{¢n},2, € ortonormal e satisfaz as propriedades de base)

Resolucao:

Vamos mostrar que as fungoes formam base na demonstracao de dois fatos:
Primeiro Fato: As func¢oes v,, sdo ortonormais.
De fato,

b—d

W) = [ oalidmidy =c [ duley+ diomley + d)dy =

b
/ O ()P (2)dT = Oy -

Na segunda igualdade fizemos a mudanca de coordenadas = = cy + d e dx = cdy.
Segundo Fato: Se f € L? (“;d, b;d) e {f,v¥,) = 0 para toda n € N, entdo f = 0.
De fato,

b—d b—d

0= (foim) = [ Sy = [ fwontes+ dy =

a

/Gf<y d)qsn()

Concluimos que a funcao f(y) =f (%) satisfaz <f,¢)n> = 0 para todo n € N. Logo f = 0, pois {¢n},, € uma
base de L?(a,b). Desta maneira, f = 0.
Os dois fatos anteriores implicam que {v,}, é uma base de L? (

c ’ ¢

a—d b— )

[N

Exercicio 6. (F. 3.3, ex.6) Seja {¢,},—, o conjunto das fun¢des dadas por ¢,(z) = (%)
exercicio 3, vimos que este conjunto é ortonormal. Mostre agora que ele é uma base de L?(0,1). Para tanto, siga o
seguinte argumento:

sen ((n— ) ). No

i) Ja vimos em sala de aula que ¢, () = (2)% sen (nz), n > 1 é uma base ortonormal de L*(0,7). Usando o
exercicio 5, conclua que a sequéncia de fun¢oes {¢,,} -, dada por ¥, (z) = (}) sen ("2”;”), n > 1 & uma base de
L?(0,21). )

ii) Seja f € L?(0,1). Vamos definir f : [0,2!] — C por

7N f(z), z €[0,]]
@)= { F2l—z), z € l,2]]
Mostre que <f Yan— 1> =V2(f,fn) e <f ¢2n> =0.
iii) Conclua que se (f, ¢,) = 0 para todo n, entdo f = 0. Logo {¢,},-, € uma base.

Nl

Exercicio 7. (F. 3.3, ex.7) Seja {¢,},., o conjunto das fun¢oes dadas por ¢,(z) = (%) cos ((n - %) %) No
exercicio 4, vimos que este conjunto ¢ ortonormal. Mostre agora que ele ¢ uma base de L? (0,1). Para tanto, siga o
seguinte argumento do exercicio anterior usando a fungédo f : [0, 2{] — C dada por:

s f(z), z €l0,]]
fz) = { —f@2l—x), z €[l,2]]

Exercicio 8. (F. 3.3, ex.8) Ache a expansado das fungdes f(z) = 1 e g(z) = = em [0,!] usando as bases dos exercicios

6 e 7. Use que
$=> ($,0n) ¢
n=1

Resolucao:
Basta observar que

=5 ([ () (o)) 0

n=

Nl=

9]

[¢]

=
7N
N

3

I
N =
N—
NH
8
~~



LISTA DE EXERCICIOS 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313) 3

w5 ([ () (o) 7)) @) (1) %)

Calculando as integrais para f e g no lugar de ¢, obtemos

=1 g ((1-3) ) 15 Gl ((-3) ).
o= e ((-2) 7) - S SR e ((9) 7)

Exercicio 9. (F. 3.3, ex.9) Suponha que {¢,} -, seja uma base ortonormal de L? (a,b). Mostre que para todo f

e g pertence a L?(a,b) temos
oo
=> (fi6n) (9, Pn)
n=1

Dica: Use f=>0" ([, ®n) n, 9= pq (g Pn) ¢n € as propriedades de ortonormalidade.
Resolucao:

Basta observar que

<f’g>:<

>

n=1

NE
NE

<<f7 bn) P, Z (g, Dm) ¢m> =

m=1

<f’ ¢n> Pns Z <g’¢m> ¢7n> =

m=1

Il
—
3
I
-

M2
V]2

<f7 én) (95 ¢m> (bn, dm) =

Mg

fv¢n ¢n7< 7¢m>¢m>:

Z Z (f,6n) (Dm, ) 6

Exercicio 10. (F. 3.5, ex.1) Sobre que condi¢des nas constantes ¢ e ¢’ as condi¢des de contorno f(b) = cf(a)
e f'(b) = ¢f'(a) sdo condi¢des de contorno auto-adjuntas (isto é, r (f'g — f?)|z = 0) para o operador L(f) =

(rf") +pf em [a,b]?
Resposta: A condicdo é que cc/ = Ok

n=1

\\M8ﬁ

3
Il

f,¢n (Pn, 9)

Exercicio 11. (F. 3.5, ex.3) Ache os autovalores e autofungdes normalizadas para o problema f”+\f =0, f(0) =0,
f'(1) =0 em [0,1]? Use o exercicio 6.

Resposta: Os autovalores sdo (%)% sen ((n—3) ™), paran=1,2,3, ...

Exercicio 12. (F. 3.5, ex.4) Ache os autovalores e autofunc¢des normalizadas para o problema f” + \f =
f/(0)=0, f(I) =0 em [0,1]? Use o exercicio 7.

Resposta: Os autovalores sdo (%)% cos ((n— 1) 7)), paran=1,2,3, ..

Exercicio 13. (F. 3.5, ex.7) Ache os autovalores e as autofun¢oes normalizadas para o problema f” 4+ Af = 0,

f(0)=0, f/(1) =—f(1) em [0,1]?
Resposta:Os autovalores sio A\, = v2, em que v, sdo as solugdes positivas de tan(v) = —v. As autofungdes

(autovalores) normalizados sao ¢, (x) = cpsen(v,x), ¢, = {mﬁm} ’

Exercicio 14. (F. 3.5, ex.12) Considere o problema de Sturm-Liouville

& (L) +of A7 =0 f@ = 1) =0,

i) Mostre que se f é uma solugdo do problema anterior, entao

/ Vi dw—/ |f/|2dx—/bp|f|2dx.

Dica: Use o fato de que A\f = — (rf’) — pf e integre por partes.
ii) Deduza que se p(z) < C para todo x, entdo os autovalores do problema acima satisfazem A > —C.
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Resolucao:
i) Vemos que A\f = — (rf") — pf. Logo

3 [ 1f@F de =2 [ f@F@ds =~ [ ¢@)f @) Fwide ~ [ pra)Fwids -

— T+ / r(@) /() F@)de — / pf (o) F@)d =

[r@)5@ de = [ pla) 1 5(e)P do

ii) Assim, se p(x) < C e f é uma autofuncdo com autovalor A, obtemos

A @ = [r@ @ de- [l a >
[r@f @l de-c [ i)

Como assumimos sempre no problema de Sturm-Liouville que 7(z) > 0, concluimos que [r(z)|f’ (z)]* dz > 0.

Logo
/ r(@) |f' (@) dz — C / @) de > —C / (@) d.

/\/|f(x)|2da:2 —C’/|f(x)|2dx — A>-C.

Concluimos por fim, que

Exercicio 15. (F. 4.2, ex.1) Resolva a equagdo abaixo:

Bu(t,x) = k34 (t,2), (t,7) €]0,00[ x 0,1
u(t,0) = Z(t,1) = 0, £ > o0 .
u(0,z) = 50, Vz €]0,1]

Resposta:
2 2
3) w2kt 1\ 7z
g bnexp (l) sen (<n— 2) l) ,

Exercicio 16. (F. 4.2, ex.2) Resolva a equagao abaixo:

em que

Ou(t 1) = k24 (t,x), (t,z) € ]0,00[ x ]0,1[
u(t,0)=C, 9%(t,1)=0,t> o0
u(0,z) = 50, Va € 10,1]
Resposta:
4C — (n— 1) n2kt 1\ 7a
C’JrZ( 2n_1)>exp << lg) )sen(<n2> l)’
em que

= ?/Olf(x)sen ((271—2[1)7m> dr = %

Exercicio 17. (F. 4.2, ex.3) Resolva a equagao abaixo:

{ %u(t,z) = kQ4(t,2), (1,
u(t,0) =0, 24(t,1)

z) €]
u(0,z) = 50, Yz _E

€10, oo[ x
C,t>o0
10,1

[

0, 1]

Resposta:
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em que
2 (2n — 1) 7x 200
bn = */ f(x)sen (2l> dr = m

Exercicio 18. (F. 4.2, ex.5) Resolva a equagao abaixo:
8“ it ) = ka 95 (t,x) + e 'sen (z), (t,x) €]0,00[ x |0, 7[
u(t,0) =u(t,m) =0,¢t> o0
u(0,z) =0, Vz €10, 7|

Resposta:
ut,z) = (e 2 — ™M) kn(m)’ k#2
u(t,z) = te " 'sen(x), k=
Exercicio 19. (F. 4.3, ex.5) Resolva a equacao abaixo:
GH () = P GH(tx) — dPult, ), (t, ) 10, 00[ x ], {[
u(t,0) = (t7 )=0,t>
u(0,z) = f(x), VY €10, [
54(0,2) = g(x), Vo €]0,1]
Resposta:
2.2 2
nrx 5 mimic 9
—) , AL = 7 +a”.

Z ancos (Ant) + bpsen (A, t))sen(

esolva a equacao abaixo:

Exercicio 20. (F. 4.3, ex.6)
8t2 ¥ (t,x) = CQggE“(t x) — Qk%?, (t,x) €]0,00[ x]0,!]
u(t,0) =u(t, 1) =0,t> o0
U(O,SC) = f((ﬂ), Vx € ]Oal[
5(0,2) = g(x), ¥z €]0,1[
Resposta:
2.2 2
Ze (ancos (Ant) 4 bysen (A, t))sen(%), i:n;rzc — k%

entao o termo )\n serd imaginéario e teremos funcoes hiperbolicas. Como |\,| < k, os termos

Se k > TE,
Ftcos (Ant) e e Fisen (\,t) sdo exponencialmente decrescentes em ¢



