LISTA DE EXERCICIOS 3 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA (MAP 2313)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/TMA

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do G. Folland e do D. Figueiredo. (F. X, ex.Y) indica o exercicio
Y do capitulo X do livro do Folland e (D. X, ex.Y) indica o exercicio Y do capitulo X do livro do Djairo. Nos
exercicios abaixo denotaremos a transformada de Fourier por F (f) ou por f.

Exercicio 1. (D. 6, ex.2.2) Calcule as transformadas de Fourier das fungdes abaixo:

. [ 1, se |z|<a
i) ta(w) = { 0, se |z| >a

ii)fu):{l—i'»se #l<a

0, se |z| >a

, para uma constante a > 0.

iii) f z) = el
‘“”, sex >0
(2) , para uma constante a > 0.
0, se |z] <a
v) f(z)=e —az”® , para uma constante a > 0.
Respostas:
1) 2sen(a&)

ii) 2(1—222(115))_

2
lll) 0,274?52'

2
Exercicio 2. (D. 6, ex.2.3) Encontre uma fungao f : R — C tal que f = f, ou seja, tal que f seja igual a sua
transformada de Fourier. (Lembre-se dos exemplos dados em sala de aula)
Resposta: Na verdade, o enunciado deveria ter sido f = v/27f. (Ele foi retirado do Djairo que coloca

uma convencao diferente para F)

22

2,

Uma funcdo que satisfaz esta relagdo é f () =e

Exercicio 3. (D. 6, ex.2.4) Mostre que se f : R — C é uma fun¢ado par, ou seja, f(z) = f(—=z), entdo a sua
transformada de Fourier f ¢ uma funcdo que assume apenas valores reais, ou seja, f (€) € R para todo £ € R.
Resolugdo: Devemos assumir também que f(z) € R para todo z € R (Faltou esta hipdotese no
enunciado).
Com a hipotese acima, basta observar que

FN©=[ etain= [Terti@ans [ " e (o) de =

— 00 — 00

/OO e’”gf(x)d:an/oo e f (—x) dx = /OO e f () der/oo e f (z) do =

0 0 0 0
/OO (e7™¢ + €8 f (z) da = 2/Oo cos (z€) f (z)dx € R.
0 0

Exercicio 4. (D. 6, ex.2.5) Mostre que se f : R — C é uma fun¢do impar, ou seja, f(z) = —f(—xz),
sua transformada de Fourier f é uma funcdo que assume apenas valores imaginarios puros, ou seja, f (€) € um
imaginério puro para todo £ € R.

Resolugdo: Devemos assumir também que f(z) € R para todo z € R (Faltou esta hipotese no
enunciado).

Com a hipotese acima, basta observar que

FN©= [ @ [Tt @ans [ U e () de =

— 00 — 00

1

entao a
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0067”55 x)dz Ooem§ —x)dr = 0067”5 x)dx — Ooem5 x)dr =
| emt@ant [Centr o= [Tem @ [ @
/ (efi;pg 761'905) f(z)dx = fQi/ sen (z€) f (x) dx.
0 0

Como [ sen (z€) f (x) dz € R, concluimos que F (f) (£) é um imaginario puro.

Exercicio 5. (D. 6, ex.2.6) Seja f : [0, 00[ — C uma fung¢do em L! (R). Defina
i) A transformada cosseno de Fourier

Fe(f) (&) = /0 " cos (z€) f (z) dz.

ii) A transformada seno de Fourier

FAD© = [ sen(at) f (@) da.
0
Mostre que se estendermos f como um func¢ao par, temos
1
Mostre que se estendermos f como uma funcao impar, temos
1
FoD)=5F ).

Resolugao:
Se f é a extensao par de f, entdo

F(R)©=[" e F@a= [T @i [ o=

/Ooe_”gf(x)dx—k/Ooe”gf(—x)dm:/Ooe_””ff(x)dw+/ooe”£f(w)dx:

0 0 0 0
/ (€78 +¢™) f () da = 2 / cos (x€) f (z) dw = 2F. (f) ().
0 0

Se f é a extensdo impar de f, entdo

F(R)©=[" e S@a= [T @i [ o=

/000 e f () da + /OOO e f (—x) da = /OOO e~ f (z) dx — /Ooo ¢ f (1) da =
/°° (e~ — ¢i%€) f (2) d = —2¢/OOO sen (z€) f (x) dv = —2iF; (f) (€).

0
Exercicio 6. (D. 6, ex.2.7) Seja F a transformada de Fourier. Mostre que:

(
) F(f (=)

(©=F () (-0).
i) F (F(2)) (€)= F () (=6
iii) 7 (f (2)) (€) = aF (f) (a€), a
0 (1220 6) = et () ), b B
Y F (I @) (O =F (et cer
esolugao

FI@)©= [ e Fot= [ etf@di= [ emof @) de = FRCO.

— 00

FrE)©= [ et [ e (@)oo= [ e @ady = (1) ).
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iv)
FUe-m©=[ e fa-ndo= [ e gay =t [T e g)ay = e () 0.
)
Ffae =)@ = [ e [ o m @@= F (o).
Exercicio 7. (D. 6, ex.2:8) Caleule a transformada de Fourier das fungdes abaixo
i) em 5

ii) e~ (e

iii) f tal que f(2) =1, f(z) =0, se |z —2| >1e f éuma funcio seccionalmente linear (o grafico de f serd um
triangulo com centro em 2)

Respostas:

2
i) e~3i€e— 5,
ii) Vemos que

00 5 oo 1\2
/ e*iz567(2x+1) dr = / efiazge—él(ac-&-i) dr =

— 00 oo

e ; 1 2 e [ 2 T oe_ €2
/ emi(v=3)¢ 1y dy = eiE/ e W e W dy = \/7622_16.
—00 — 00 4

/ e f () do = / e (z — 1) da + / e " (3 — ) dx.
1 2

— 00

iii) Vemos que

Exercicio 8. (D. 6, ex.2.9) Calcule a transformada de Fourier das fung¢des abaixo:

i) e=*lcos(cx).

ii) e %" sen(cx).

Respostas:

) 1 2a 2a

) § (i + vt

. 7 _M (&+c>
i) & (VEe T - /I ).

Exercicio 9. (D. 3.3, ex.2.10) Mostre que
i)f(f(a?)cos@w)):%[ -+ fe+a).
i) F(f (@) sen (cx) = % [f (€ = ) = F (¢ +0)].
Resolucao:

i)

o) 00 elcr | g—icw

F (f (x) cos (cm))z/ e~ cos (cx) f () dx:/ =it

—oo —o0 2

3| @ [ e eorma] < 5 [fe-o+ o).

f (2)de =

ii)
o0

F(f (z) sen (cx)) = e sen (cx) f (x) do = /oo e‘”geim;%e_mf (x)dx =

L[ e €01 (2 - [~ sl = Lo Fera).

Exercicio 10. (D. 3.5, ex.3.1) Seja f : R — C uma fungdo linear tal que f e f’ pertencem a L' (R) e tal que

lim, 400 f () = 0. Mostre que F (') (€) = i¢F (f) (§). (Dica: Integre por partes)
Resolugao: Basta observar que

F©-[

—00

etz f! (z)dx = e_wgf {_ /_ % (e_m&) f(z)de =

i« [ T (o) de = i6F () (6).
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Exercicio 11. (D. 3.5, ex.3.4) Seja f : R — C uma funcao de classe L' (R) tal que ffooo f (z) dx = 0. Mostre que

- ( / ; £ () dt> () = %f(f) ©).

Resolucao:

f(/_lf(ﬂdt) (é)z/_o;e—ir§ (/_;f(t)dt)dxz/_ze—“f (/_;f(t)dt)dxz

([ rwa) [ rwe= [T e ma= tr e
: - . z)dr = — e x)dr = — .
_7’6 —o0 o —o0 _Z€ ’Lg —o0 ZE
Exercicio 12. (D. 3.5, ex.3.7) Mostre que se f € L'(R) for continua, entdo

) F(F(f) (2) =27 f (~2).

i) 4 (f) () = (2m)" f (2).
Exercicio 13. (D. 3.5, ex.3.16) Ache um exemplo de fungao f : R — C que seja L' (R) de classe C*°, ou seja,
infinitamente diferenciavel, mas que F (f) nao seja diferenciavel em todos os pontos. (Dica: Pense nos exemplos
dados em sala de aula)

Resposta: Um possivel exemplo é f (z) = TIxZ’ em que f(f) = e~ ¢l nao é diferenciavel em & = 0.

2

Exercicio 14. (F. 7.1, ex.4) Seja f(z) = e * e g(z) = e~2" Calcule f*g. (Dica: Complete quadrados e use que
1=, e~ dx = /7).

Resolucao:

frgle)= /:» flz—t)g(t)dt = [w e~ (T2 g —

> 2 2 2 ° 2 2 ° 2 2_2
/ e vl 2wt =12 =212 gy :/ ot =3t 2zt gy :/ ez =3(t = Fut) gy
— 00 —00 -0

/OO o 8[(t-32) 4] gy~ 20 /oo e3(t=32)" gy —

—00 — 0o

o0 —312 o0
7 /_OO67(‘/39)2\/?:(18:e\/ag /_Ooe_wzdw: ge_%””Q.

2

Exercicio 15. (F. 7.1, ex.5) Seja f; (z) = iﬂe’%. Mostre que f; * fs = fris-
Resolugao: Feito em sala de aula.

2.,..2
e 3%

Exercicio 16. (F. 4.2, ex.2) Seja f : R — C a fungdo dada por
1, se |z <1
f(x)—{ 0, se |z| >1
i) Calcule f* fe fx fxf.
i) Seja fe(z) = 2 f (%) e g

Solugao:

i

(x) = 2® — . Calcule f. * g e mostre que lim_,o f. * g = 2¢g diretamente.

r+2, —2<x<0
fxf(x)= 2—z,0<x<2
0, de outra forma

L@+3)®, -3<e< -1

3—22, -1<z<1
B-z)?,1<z<3
0, de outra forma

frfxf(z)=

1
2

ii) fexg(z) =22%+ (8¢ — 2) z.
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Exercicio 17. (F. 7.4, ex.1) Calcule as seguintes transformadas de Fourier seno e cosseno:
i) Fy (e k)
i) Fe (e7+)
iii) Fo ((1+2)e k)
iv) Fy (ze ")
Resolucao:
i g
1) 21 R2
i)
iii) @ é a solucdo para k = 1.
: 2
V) ey
Exercicio 18. (F. 7.4, ex.1) Resolva a equagao do calor

{ 9u (t2) = k24 (t,2), T €R, ¢ >0
u(0, ) f(@), zeR

para

_{ T fx[<a
f(f”)—{ 0, 2| > a
Resolucao:

Aplicando a Transformada de Fourier em u na variavel x, temos
{ Gt (1,6) = —kEa(t,€), E€R, t>0
a(0,8) = f(§), (R
Logo vemos que
@(t,€) = f(g) e,
Assim

ult,r) = F 7 (F@e ) = 7 (F ) » 7 (¢0) =

Vim0 a= g [ w0

Exercicio 19. (D. 4.3, ex.5) Use a transformada de Fourier para resolver o problema:

{ %(ﬁ)x)—ka“(t z)+gt,z), z€R, >0
u(0,2) = f(z), r€R

Resolucao:
Vamos achar a solugao de

i (tx) = kGE (o) +g(tx), 2 €R >0
u(0,2) =0, z€R

Aplicando a Transformada de Fourier em u na varidvel x, temos

{ 90 (t,6) = —ke2u (1, €) + § (1,€), EER, >0
a(0,6) =0, £ €R

Logo vemos que

t
at6) = /0 =) (. €) ds.

t t
u(t,x) = F1 (/ e‘kﬁz(t_s)g (s,6) ds) = / F! (e_kiz(t_s)g (5,5)) ds =
0 0
(z—y)?

/Ot F! (e—kﬁz(f—@) * F 1 (g (s,6))ds = /Ot m </_O:o e =g (s,y) dy> ds.

Logo a solucéo final (usando principio da superposigio) é

¢ 1 © _eoy?
u(tmc):/o \/m(/_ooe ¢ >g(s7y)dy>ds+\/m f(y)dy.

Assim
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Exercicio 20. (D. 4.3, ex.6) Use a transformada de Fourier para resolver o problema:

% (t,z) = k:gx’; (t,z) +bu(t,z), xR, t>0
w(0,2) = f(z), © € R
Resolucao:
Aplicando a Transformada de Fourier em u na varidvel x, temos

{ Gu(t,6) = —k€2a (t,€) + ba (1,€), EER, >0
'EL(O,&) = f(g)a §ER
Logo vemos que
W (t,€) = f (§) e .

Assim

wltia) = 7 (O e ) =t F 1 (§(©) w7t ()

Varkt

Exercicio 21. (D. 4.3, ex.7) Use a transformada de Fourier para resolver o problema:

atg ¥ (t,x) = Cngu (t,x) +h(t,z), zeR, t>0
u(0,2) = 24(0,2) =0, x € R
Resolucao:
Aplicando a Transformada de Fourier em u na variavel z, temos

{ 98 (t,6) = €% <ts>+h(t£) EER, >0
a(0,6) = 22(0,6) =0, £ € R

Logo vemos que
X _ [Tsen(cE(t—s));
a(t,€) —/0 Th(svf) ds.

Assim

u(t,r)=F ! (/Otsen(c'é(t_s))ﬁ(s,f)ds) :/Ot]:_1 (sen(cf(t—s))ﬁ s,

ct c§

[ (=) e [ ([

1, se |z| <a

emquexa(x)—{ 0, se |z| > a -



