LISTA DE EXERCICIOS 1 - MATEMATICA 3 (CCM0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA3

Os exercicios a seguir foram selecionados do livro do Apostol e do Domingues, Callioli, Costa.

Exercicio 1. (Apostol segao 1.5 exercicios 1, 5, 8, 9, 12, 14, 17, 25)

Para os itens a) até g), considere os seguintes subconjuntos das fungées f : R — R com a operagao de soma entre
funcoes e multiplicacao por escalar definidas de maneira usual. Quais dos conjuntos abaixo sdo espagos vetoriais?

a) Conjunto das fun¢oes da forma f (z) = szg, em que P e @Q sdo polindmios e () ndo tem raizes reais.

b) Conjunto das fun¢des que satisfazem: f (1) =1+ f(0).

c¢) Conjunto das fungoes tais que: f () = f (—z), Vz € R.

d) Conjunto das fungdes tais que: f (z) = —f (—x), Vo € R.

e) Conjunto das fungdes tais que: f (z + 27) = f (z), Vo € R.

f) Conjunto das fungoes tais que: fol f(z )dm > 0.

g) Conjunto das solucdes do problema: %L (z) + P (z) % (2) + Q(2) f () = 0, em que P e Q sdo funcdes
continuas.

Para o item h), considere o seguinte subconjunto de R?® com a operacdo de soma e multiplicacdo por escalar
definidas de maneira usual. Ele é um espago vetorial?

h) Conjunto dos elementos (x,vy, z) € R? tais que 3z +4y =1, 2 = 0.

Resposta: Sim = é espaco vetorial. Nao = néo é espco vetorial

a) Sim. b) N&o. ¢) Sim. d) Sim. e) Sim. f) Ndo. g) Sim. h) Nao.

Exercicio 2. (Apostol secdo 1.5 exercicio 31)
Considere o conjunto R? com a operacdo de soma e multiplicacio por escalar definidas abaixo. Quando as
operagoes abaixo definem espagos vetoriais? Se nao definirem, justifique.
a) (x1,22) + (y1,92) = (¥1 + Y1, 22 + y2) a(x1,22) = (az1,0).
b) (z1,22) + (y1,92) = (21 + 41,0) a (21, 22) = (az1, ax2).
) (z1,22) + (y1,92) = (21,22 + y2) a (21, 22) = (az1,2).
d) (z1,22) + (Y1, y2) = (Jer + 1], [22 + 92]) a (21, 22) = (Jaz1|, |azs]).
Resposta: a) Nao define, pois 1(0,1) = (0,0) # (0, 1).
b) Néo define, pois dado (0, 1), ndo existe um elemento nulo (x,y) tal que (0,1) + (z,y) = (0,1)
c¢) Néo define, pois sabemos que num espago vetorial 0(0,1) = (0,0). Mas, no caso temos 0(0,1) = (0,1).
d) Nao define pois 1 (—1,0) = (1,0) # (—1,0).

Exercicio 3. (Apostol se¢dao 1.10 exercicios 1 a 10) Quais dos seguintes subconjuntos S C R? sdo subespacos
vetoriais? Determine a dimensédo, quando forem subespagos. Denotamos os elementos de R? por (z,y, 2).
1.z=0

2.z+y=0
.z+y+2=0
4. =y

5. x =y = Z.

6. x=youx==z.
7.22—y2=0

8. x+y=1.

9. y=2xe z=3x.
10. z+y+2=0ex—-—y—2=0.

Resposta:
Sim, 2.
SIm, 2.
Sim, 2.
Sim, 2.
Sim, 1.
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6. Nao.
7. Nao.
8. Nao.
9. Sim, 1.
10. Sim, 1.

Exercicio 4. (Apostol segdo 1.10 exercicios 11 a 20) Quais dos subconjuntos dos polindmios de ordem < n, isto
é, de P, = {ap + a1t + ... + ant™, ag, ..., a,, € R}, sdo subespagos vetoriais? Determine a dimensdo dos que forem
subespagos.

1. f(0)=0.

2. f'(0) =

3. f7(0)=0.

4. f(0)+ f(0)=0

5. f(0)=r(1).

6. f(0)=/(2)

7. f(x)=f(-=)

8. f(2) = —f(~a)

9. f tem grau menor ou igual a k <nou f=0
10. f tem grau k, em que k < n ou f = 0.
Resposta:

1. Sim, n.

2. Sim, n.

3. Sim, n

4. Sim, n.

5. Sim, n

6. Sim, n.

7. Sim. A dimensao é igual a 1+ 3 se n é par, "7“ se n é impar.
8. Sim. A dimensdo ¢ igual a % 241 se n é impar.
9. Sim. k+1.

10. Nao.

Exercicio 5. (Apostol segao 1.10 exercicio 22) Seja S C V e T' C V dois subconjuntos de V. Denotamos por L (.5)
(analogamente por L (T")) o conjunto das combinagoes lineares de S, ou seja, dos elementos ajui + ... + aguy, em
que uq, ..., ux €5, ay, ..., ap € R e k € Nyg. Mostre que

1. SC L(S).

2. Se SCT CV eT éum subespaco vetorial de V, entdo L (S) C T. (Isto é o que significa dizer que L (S) é o
menor subespago de V' que contém S).

3. S é um subespago vetorial se, e somente se, S = L (5).

4. SeScT cV,entdo L(S)C L(T)CV.

5. Se S e T sao subespagos vetoriais de V', entao S N'T também é um subespaco de V.

6. Se S e T sdo subconjuntos de V, entdo L(SNT) C L(S)NL(T).

7. Dé um exemplo de subconjuntos de V tais que L(SNT) # L(S)NL(T).

Exercicio 6. (Apostol segdo 1.10 exercicio 24) Seja V' um espago vetorial de dimensao finita e S C V um subespago
de V. Prove cada uma das seguintes afirmagoes:

a) S é um espago vetorial de dimensdo finita, entdo dim(S) < dim (V).

b) dim(S) = dim(V) se, e somente se, S = V.

c¢) Toda base de S é parte de uma base de V.

d) Uma base de V' ndo contém necessariamente uma base de S. (Ache um exemplo)

Exercicio 7. (Apostol se¢do 1.13 exercicio 1) As fungoes (., .) : R” x R" — R definidas abaixo definem um produto
interno? Justifique.

\/Z? 1m2-yj2-

E (i + y]) - Z?:l x? - Z;'Lzl y]2

7(3/17 5 Yn

e) (xla--wmn a(y17 - Yn

) (@1, 20) s (01, ) = 5y 5 -

b) (1, o) s (U1, o ) = \z L2

) (@1, 0) s (s ) = (S 35 ) (S )
) =
)
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Resposta: Apenas e define um produto interno.

Exercicio 8. (Apostol segdo 1.13 exercicios 3., 4., 5., 6.) Seja V um espago vetorial com produto interno (.,.) :

VxV —>Rel.|:V — [0,00] anorma que vem deste produto interno. Mostre que as seguintes afirmagbes sdo
validas:
a) (u,v) = 0 se, e somente se, ||u+v| = ||u—v].

b) (u,v) = 0 se, e somente se, |[u+v||* = ||ul® + [|v]*.
¢) (u,v) =0 se, e somente se, |u + cv|| > ||u||, para todo ¢ € R.
d) (u+v,u —v) =0 se, e somente se, ||u] = ||v].

Resolugao:
a) Vemos que
lu+ [ = (u+v,u+v) = (u,u) + (v,0) + 2 (u,0) = [[ul|* + [[o]|* + 2 (4, v) .
2 2 2
u—ol” = (u—v,u—v) = (u,u) + {v,v) = 2(u,v) = [[ul|" + [Jo]" = 2 (u,v).
Assim, ||u 4 v|| = ||u — v]| se, e somente se, +2 (u, v) = —2 (u, v}, ou seja, (u,v) = 0.
b) Vemos que
lu+ [ = (u+v,u+v) = (u,u) + (v,0) + 2 (u,0) = [[ul|* + [[o]|* + 2 (v, v) .
Logo [u+ v||*> = ||lu]|® + ||v]|? se, e somente se, (u,v) = 0.
c¢) Vemos que
u+ cv||® = (u+ cv,u+ cv) = (u,u) + ¢ (v,v) + 2¢ (u, ).
Assim |Ju 4 cv||® > ||lul|* para todo ¢, se, e somente se,
A o))* + 2¢ (u,v) >0
para todo ¢ € R. Mas isso s6 ocorre se o polindbmio em ¢ dado acima tem no maximo uma raiz real. Logo
(2 (u,v))* <0, ou seja, (u,v) = 0.
Usamos que az? + bx + cx tem no maximo uma raiz real <= b? — 4ac < 0.
d) Vemos que
(utv,u =) = (u,u) + (1, =v) + (v, u) + (v, —v) = [[ul* = [Jv]*.
Logo (u + v,u —v) = 0 se, e somente se, ||u|| = ||v].
Exercicio 9. (Apostol secao 1.13 exercicio 10) Seja P,, o espago vetorial de todos os polinémios de grau menor ou
(Ap G ] pag p g
igual a n. Definamos (.,.) : P, x P,, = R por

[k k
(fr9) = kZ:Of (n> g (n> :
Mostre que:

a) (.,.) : Pp X P, — R define um produto interno.

b) Calcule (¢,at + b).

c¢) Ache todos os polinémios ortogonais a t.

Resposta: Para provar o item a) use que um polindmio de grau n com n + 1 raizes nulas é igual a 0.

Exercicio 10. (Apostol secio 1.13 exercicio 11) Seja P o espago vetorial de todos os polindémios reais. Definamos
() : PxP —Rpor

)= [ trwaa
a) Mostre que (.,.) : P x P — R define um produto interno.
b) Mostre que ("™, ¢") = (m +n)!.
¢) Calcule <(1 +1)°,1+ t2>.
d) Ache todos os polinoémios de ordem < 1 que sdo ortogonais a 1 + t.

Exercicio 11. (Apostol segao 1.13 exercicios 12) Seja P, o espaco vetorial de todos os polinémios de grau menor
ou igual a n. Verifique se (.,.) : P, X P, = R definidas abaixo definem um produto interno. Justifique.

a) (f,9)=f(1)g(1).
b) (f.0) = [Jy £ () g (1) ]
) (f,9) = [) L (t) % (t)ar.
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= (fy rwar) (Jy gty ar).

Resposta: Se n > 1, nenhum deles definem um produto interno.

Exercicio 12. (Apostol segdo 1.13 exercicio 15.) Seja V um espago vetorial complexo com produto interno (.,.) :
V xV — C. Mostre que as seguintes identidades sao validas:

a) (au,bv) = ab (u,v). ~

b) (u,av + bw) = a (u,v) + b (u, w).
Exercicio 13. (Apostol se¢do 1.13 exercicio 16.) Seja V' um espago vetorial com produto interno (.,.) : VxV — R
e .|| : V— [0,00[ a norma que vem deste produto interno. Mostre as seguintes identidades sdo validas:

2 2 2

a) [lu ol 7= llul ™+ [0l + (u, v) + v, u)

b) [lu+vl]? = lu =] =2 (u,0) +2 0,1

c) lu+oll” + [lu—ol|” = 2|[ul|” + 2]
Exercicio 14. (Apostol secao 1.17 exercicio 1) Para cada um dos casos abaixo, ache uma base ortonormal para o
subespaco de R? gerado pelos vetores dados:

1. ug =(1,1,1), ug = (1,0,1) e ug = (3,2, 3).

2. uy = (1,1,1), up = (=1,1,-1), ug = (1,0,1)

Dica: Use Gra-Schmidt.

Exercicio 15. (Apostol secao 1.17 exercicio 2) Para cada um dos casos abaixo. acho uma base ortonormal para o
subespaco de R* gerado pelos vetores dados:
1. w; =(1,1,0,0), ue = (0,1,1,0), ug = (0,0,1,1) e ug = (1,0,0,1).
2. u; =(1,1,0,1), ug = (1,0,2,1) e ug = (1,2,-2,1).
Exerc1cio 16 (Apostol secao 1.17 exercicio 4) Considere o conjunto de todos os polindmios com o produto interno
fo t) dt. Prove que as fungoes

p () =1, y@)=v3@2t-1), ys(t)=V5(6"—6t+1)
formam uma base ortonormal do conjunto dos polinémios de grau menor ou igual a 2.

Exercicio 17. (Apostol se¢ao 1.17 exercicio 9) Considere o conjunto das fungf)es continuas definidas no intervalo
[0, 2], isto é, C ([0, 27]). Definamos o produto interno (u,v) := fo t) dt. Ache o vetor contido no subespago
gerado por {1,sen (x),cos (z)} que melhor aproxima a fungio x.

Exercicio 18. (Domingues, Callioli, Costa Capitulo 3 exercicio 10 e 11)
Seja V' um espago vetorial e {uy,...,ux} C V um conjunto linearmente independente.
1. Mostre que {aiu1, ..., agug} € linearmente independente, sempre que a; # 0, para todo j =1,..., k.
2. Mostre que {uq + au;, ug, us, ..., u; } € linearmente independente, para todo a € R.

Resolucao:
1. De fato, sejam aq, ..., a,, tais que
araiuy + ... + apapug = 0.
Logo a1a1 = asas = ... = aya, = 0. Como a; # 0 para todo j, vemos que a; = ... = o, = 0. Logo o conjunto
{auy, ...,apur} € L.L
2. Sejam ay, ..., a;, tais que
ag (U1 + auj) + asug + ... + aguy = 0.
Logo

ajur + asug + ... + (o + ar1a) uj + ... + apug = 0.
Assim, oy =y = ... =aj+aia=..=0aop=0. Logo o, =0 para k # j e oj +aja =0. Como oy =0,
concluimos que a; também é igual a 0.
Exercicio 19. (Domingues, Callioli, Costa Capitulo 6 exercicios 16 e 17) Usando a desigualdade de Cauchy Schwartz

em R3 mostre que
1. Dados nimeros reais a1, as € az estritamente positivos, entao a seguinte desigualdade é valida:

1 1 1
(a1 + as + a3) _’_74_ > 9.
az as

2. Dados nimeros reais estritamente positivos a, b e ¢ tais que a + b+ ¢ = 1, entao

T
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Resolucao:
1. Por Cauchy-Schwartz, vemos que
), (= DN <l v v (e e
1, 25 3/ \/a’\/@7@ = 1, 25 3 a/l’ a27 a3
Logo
11 1 2
9=32= -
(wamveva. (7 7 7m))
2
) 11 1 1 1 1
< W(v/a1, /ag. /a . =+ =+=).
_||( ai,\/ao, CL3)H H( & TG a3> < (a1 + as + as3) <a1+a2+a3)
2. Note que

T ab ac beta b T we  ae Tatvto ot
g (1 1 1
”(++>m+b+d29
a b c

Note que usamos a + b+ ¢ =1 acima em ¢ e em 1.




