LISTA DE EXERCICIOS 2 - MATEMATICA 3 (CCM0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA3

Os exercicios a seguir foram selecionados do capitulo 2 do livro do Apostol.

Exercicio 1. (Apostol segio 2.4 exercicios 1 a 10) Determine se as fungoes T : R? — R? sdo lineares. Se forem
lineares, determine seu nudcleo, a dimensao do nucleo, sua imagem e a dimensao da imagem.

1-T9:y) (y,7)

(
2. T(z,y) = (z,—y)
3. T(z,y) = (2,0)
4. T (x,y) = (z,x)
5 T (x,y) = (mz,yQ)
6. T (z,y) = (e*,¢eY)
7. T(x,y) = (x,1)
8. T'(x,y)=(z+1y+1)
9. T (2,y) =(x—y,x+y)
10. T (z,y) = 2z —y,x + y)

Exercicio 2. (Apostol se¢io 2.4 exercicios 16 a 23) Determine se as funcgdes T : R? — R? sdo lineares. Se forem
lineares, determine seu nucleo, a dimensao do ntcleo, sua imagem e a dimensao da imagem.

1.Txy,) (2,9, 1)

(
2. T'(x,y,2) = (2,9,0)
3. T (z,y,2) = (x,2y,3x)
4 T (2,y,2) = (z,y,1)
5. T(z,y,2)=(x+1ly+1,2—-1)
6. T (z,y,2) =(x+1,y+2,2+3)
7. T (z,y,2) = (z,9?, 2%)
8 T(x,y,2) =(x+ 2,0,z +vy)

Exercicio 3. (Apostol segao 2.4 exercicio 24) Seja P,, o conjunto dos polindmios reais de grau menor ou igual a n.
Seja T : P, — P,, dado por T (p) (x) = p(x+1). T & linear? Se for, determine seu nicleo, a dimensdo do nicleo,
sua imagem e a dimensao da imagem.

Exercicio 4. (Apostol secio 2.5 exercicio 25) Seja T : C! (]—1,1[) — C (]—1,1]) dado por T (f) (z) = :17% (x). T
é linear? Se for, determine seu ntcleo, a dimensao do nicleo, sua imagem e a dimensao da imagem.

Exercicio 5. (Apostol se¢do 2.4 exercicio 29) Seja S C C ([—m,w]) o conjunto das funcdes tais que f € S se, e
somente se,

f@ydt= [ f() sen(t)dt= f( ) cos (t) dt = 0.
1) Mostre que S é um subespago de C ([—m, 7]).
2) Mostre que S contém as func¢oes sen(nz) e cos(nzx) para todo n = 2,3,4, ...
3) Mostre que S tem dimensao infinita.
Seja T : C ([-m,n]) = C ([-m,7]) dado por

s

T(f)(z) = {14 cos(x—t)} f(t)dt
4) Mostre que a imagem de T tem dimensao finita. Ache uma base da imagem de T
5) Determine o nucleo de T.
6) Ache todos os ¢ # 0 e todos os f # 0 tais que T (f) = cf.

Exercicio 6. (Apostol segdo 2.4 exercicio 30) Seja T : V' — W uma transformagéo linear. Mostre que se V' tem
dimensao infinita, entdo ou nucleo de T ou a sua imagem tem dimensdo infinita.
1
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Resolugao: Suponha o nicleo e a imagem de T' tenham dimensao finita. Seja {eq,...,ex} C V uma base de N (T)
e {f1,.., fi} CV um conjunto tal que {T (f1),...,T (fi)} seja uma base de T (V).
Sejav € V. Logo T (v) = anT (f1) + ... + auT (1), j& que T (v) pertence a imagem de T. Assim,

Tw—(a1f1+...+afy)) =0.

Portanto, v — (a1 f1 + ... + ay fi) pertence ao nticleo de T'. Logo

v—(a1f1+ ... +aifi) = Brer + ... + Brey.
Desta maneira,
v=aifi+ ... +afi+ prer + ... + Breg.

Concluimos que V = L ({eq, ..., ek, f1, ..., fi}), ou seja, é gerado por um conjunto finito. Portanto, tem dimensdo
finita.

Exercicio 7. (Apostol se¢do 2.8 exercicio 21) Seja T : V' — V uma transformacao linear. Defina indutivamente
T' =T, T"t' =T oT", n>1. Mostre que T"T™ = T"T™ e que se T é invertivel, entdo 7" também é invertivel,
com (T™) ' =T,

Exercicio 8. (Apostol secdo 2.8 exercicio 23) Sejam T : V — W e S : W — Z transformagdes lineares. Mostre
que se S e T sdo invertiveis, entdo ST também & invertivel e (ST)™ " = T-15~1.

Exercicio 9. (Apostol se¢do 2.8 exercicio 24) Sejam T : V — V e S : V — V transformagoes lineares. Mostre que
se S e T sdo invertiveis e ST =TS, entdo ST~ =715

Exercicio 10. (Apostol se¢do 2.8 exercicio 25) Sejam T : V. — V e S : V — V transformagdes lineares. Mostre
que se T'S = ST, entao

(S+T)*=82+25T+T? (S+T)° =5°+3ST +3ST* + T3,
Indique como estas formulas devem ser modificadas caso ST # T'S.

Exercicio 11. (Apostol segio 2.8 exercicio 27) Seja P o espago vetorial de todos os polindomios reais. Definimos
D:P—PeT:P—Pcomo D(p)(z)= g—g () eT (p)(z) = foxp(t)dt. Prove que DT = I, mas TD # I, em que
I é a identidade. Ache o ntcleo e a imagem de T'D.

Exercicio 12. (Apostol segio 2.8 exercicio 31) Seja P o espago vetorial de todos os polindomios reais. Definimos
R, TeS:P— P por
R(p) (z) = p(0)
S (Yoo ana®) = h_y axa™ !
T (Xheo an®) = 3o axz®

1) Seja p (z) = 2+ 3z — 2% + 23 e determine a imagem de p sobre os operadores R, S, T, ST, TS, (T'S)?, T252,
S2T? TRS, RST.
2) Prove que R, S e T sao lineares e determine o nicleo e a imagem destas transformacoes lineares.

3) Prove que T é injetor e ache uma transformacao linear @) : P — P tal que QT = I, em que I é a identidade.
4) Se n > 1, escreva (T'S)" e S"T™ em funcio de I e R.

Exercicio 13. (Apostol se¢do 2.12 exercicio 1) Seja R™ com a base canonica. Determine a matriz de cada uma das
transformacoes lineares T : R™ — R™:

1) T é a identidade.

2) T é a transformacao linear nula.

3) T' é a multiplicacdo por um escalar c.

Exercicio 14. (Apostol se¢ao 2.12 exercicio 2) Seja R” com a base candnica. Determine a matriz de cada uma das
transformacoes lineares:

1) T :R3 — R? dado por T (z,y, 2) = (z,y).

2) T : R® — R? dado por T (z,vy, 2) = (y, 2).

3) T :R®> — R? dado por T (z,y, z, w,v) = (y, z, w).

Resposta:

1 00 0 1 0
Ly )0 )e(0 1)

o OO
S O =
o = O
_ o O
o OO



LISTA DE EXERCICIOS 2 - MATEMATICA 3 (CCM0213) 3

Exercicio 15. (Apostol se¢do 2.12 exercicio 3) Seja T : R? — R? a transformacdo linear definida na base canonica
B = (i,j) de R? da seguinte forma:
T@W)=i+75 T(j)=2i—3j.
1) Calcule T (3i — 45) e T? (3i — 45) em termos de i e j.
2) Determine a matriz de T e de T2,
3) Determine a matriz de T e de T? em termos da base (e1,e2), em que e; =i —j e ey = 3i + j.

Resposta: Vamos fazer 2) inicialmente. Vemos que a matriz A que representa T na base (i,7) é

() (1) ()00
() 05)=(7) = (0 5) (%)= %)

Logo T (3i — 4j) = —5i + 7 e T2 (3i — 4j) = 9i — 125.
3) Vemos que e; =i —j e es =3i+j. Logoi=1(e; +e2) e j=1(ex—3e1)

1) Notemos que

T(e) =T(i=§) =T () ~T ()= (i+4)~ Qi) = ~i+2j =~ (ex+e2) + 3 (e —3er) = —rer + 12

. . . . . . . ) 1 1 7
T(eg):T(3Z+]):3T(Z)+T(]):3Z+3j+21—j=5Z+2j:1(614-62)4-5(62—361)Z—Zel—l—zez

Logo a matriz B que representa 7" na base (e1,e2) é

_r 1 7 _1 7 _1 3 0
p= () er=(F F)(F )00 s)
i1 i1 i1 0 3

Exercicio 16. (Apostol se¢do 2.12 exercicio 5) Seja T : R* — R? a transformacdo linear definida na base canonica
B = (i,j,k) de R?® da seguinte forma:

T(k)=2i+3j+5k T(j+k)=i T(@i+j+k =j—k

1) Calcule T (i + 2j 4 3k) e determine a dimensdo do nicleo e da imagem de 7.
2) Determine a matriz de T em relagdo a base canonica.

Exercicio 17. (Apostol se¢do 2.12 exercicio 10) Sejam V e W espagos vetoriais de dimensdo 2, B = (ej,eq) €
C = (f1, f2) bases ordenadas de V e W, respectivamente. Seja T : V — W uma transformagdo linear tal que
T (61 + 62) =3f1+9faeT (361 + 262) =T7f1+23fs

1) Calcule T (e — ey).

2) Determine as dimensoes do nucleo e da imagem de 7.

3) Determine a matriz de T em relagao as bases dadas.

Exercicio 18. (Apostol se¢do 2.12 exercicios 11 a 18). Considere os espagos vetoriais V' gerados pelas fungoes
abaixo. Definamos D : V — V como D (f) = %. Considerando a base como sendo os vetores que geram o espago
V, ache a matriz que representa D e D? nos seguintes casos:
1) V é gerado por {sen (z),cos (z)}.
2) V & gerado por {1,z,e"}.
3) V é gerado por {1,1+z,1+x+e"}.
4) V é gerado por {e”, ze"}.
5) V & gerado por {—cos (z),sen (z)}.
6) V é gerado por {sen (x),cos (x),zsen (z),xcos (x)}.
) V é gerado por {e”sen (z),e"cos (x)}.
8) V ¢é gerado por {e**sen (3x),e**cos (3x)}.

~

Exercicio 19. (Apostol sec¢do 2.16 exercicio 6) Seja A = < (1) 1 ) Mostre que A? = < (1) % > e calcule A".
1 1 1 1 2 3

Exercicio 20. (Apostol se¢ao 2.16 exercicio 8) Seja A= [ 0 1 1 |. Mostreque A2=| 0 1 2 |. Calcule
0 01 0 01

A3, A* e prove por inducio uma férmula geral para A™.
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Exercicio 21. (Apostol secao 2.20 exercicios 1 a 8) Ache as solugoes (se existirem dos seguintes sistemas)

T+y+3z=5
1)< 2z —y+4z=11 .
-y+z=3

3z +2y+z=1

5 4+ 3y + 32 =2
r+y—z=1

3r+2y+1z=1

5z +3y+32=2

Tr+4y+ 52 =3

3z +2y+1z=1

5T+ 3y +32=2

Tr+4y+5z=3

lr4+1y—12=0

3r—2y+5z+1lu=1

lx+1y—3z4+2u=2

6r+1ly—4z+3u="7

lr+1y—32z+1u=5

20 —1ly+ 1z — 2u =2

Tr+ 1y — 724+ 3u =3
le4+1y+2z2+3u+4v =0

20+ 2y + 72+ 11lu+14v =0

3z + 3y + 624+ 10u+15v =0

lr =2y 4+ 124 2u = -2

20 +3y—1z2—5u =9

dr —1ly+1lz—1u=>5

ot —3y+2z+1u=3

(%
—



