LISTA DE EXERCICIOS EDP

PROF: PEDRO T. P. LOPES WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/EDP

Abaixo, selecionamos alguns exercicios interessantes do Folland. Eles devem ser feitos como
complemento aos exercicios dos capitulos 1 e 2 do Evans.

1. Exgrcicio (2.A.1) (Recordamos aqui as defini¢des de multi-indice que aprendemos no dia 07 de agosto)
Seja um operador diferencial P (z, D) = Zla\<m aq () 0%, em que a, € C (R™). Suponha que para todo xg € R™
fixo, temos B

Z aqo () Ogu (. + x0) = Z ag (x4 x0) Ogu (z + z9) , Vo € R™, Yu € C (R"),

la|<m la|<m

ou seja, P (x, D) comuta com todas as translagoes. Prove que as fungoes a, sao constantes.
Dica: Considere fungées u (z) = 2%, 8 € NZ, e note que

mx,@fa

9 (Sﬁﬂ) _ { ol 0’ a;ﬁaﬁg B

2. Exgrcicio (2.B.1) (O exercicio mostra uma versao complexa do teorema do méximo visto no dia 14 de
agosto)

Seja U C R"™ um aberto limitado. Se u : U — C é uma funcio continua, de classe C? no interior de U e tal que
Au (x) = 0 para todo x € U, entao prove que maxg [u| = maxay |ul.

Dica: Se zg € U 6 tal que |u(xo)| = maxg |u|, entdo existe 6 € [0,2x[ tal que u (zg) = Me?, M = |u(zo)|.
Considere, entdo, a fun¢do harménica com valores reais v (z) = Re (e 7*u (2)).

3. ExErcicio (2.B.2) (O exercicio mostra outra maneira de se provar a volta do principio do valor médio de
funges harmonicas vista no dia 14 de agosto)
Seja u € C? (U), U C R™ um aberto e x € U. Mostre que

2n 1
Au(x) = Jim [|5"1| - u(x+ry)dS (y) — u(zx)
Conclua que se
u@=F  uly)ds(). VB U,
OB(z,r)
entao u é harmonica.
Dica: Use a formula de Taylor de grau 2 em 7 e observe que, por simetria, fsn L y;dS (y fsn LY ykdS (y) =0,
be]#k‘ equefSn lykds( ) fSn 12” 2dS _1fSn lldS( ))

4. Exercicio (2.B.3) (O exercicio estende o teorema do maximo visto no dia 14 de agosto)
Seja U C R™ um aberto e limitado. Todas as fungoes abaixo tem valores reais. Seja

L-S% ” +zn:b.(x)£
h - 5 al'k = J ail'j)

j=1k=1

em que a;re b; sdo fungdes continuas em U. Suponha que (a;x) seja uma matriz auto-adjunta positiva: a;i = ay;
e Z?Zl Soney ajk (%) &€k > ag \§|2, para algum ag > 0 e todo & = (&1, ...,&,) # 0.

a) Mostre que se v € C? (U) e Lv (x) > 0 para todo x € U, entdo v ndo tem maximo local em U.

Dica: Lembre-se (veja no livro do Elon de andlise real volume 2, cinza) que se uma funcio C? tem maximo local
em zy € U, entdo Vv (z9) = 0 e a matriz Hessiana (8x e (:1:0)>Z_j é nao positiva. Lembre-se também que toda

matriz auto-adjunta é diagonalizavel.

b) Seja w (z) = e*M‘I*“"Q, em que o ¢ U. Mostre que se M for suficientemente grande, entdo Lw (x) > 0 para
todo x € U.

¢) Prove que se u € C*(U)NC (U) e Lu(z) = 0, para todo x € U, entdo maxgu = maxay u.

Dica: Mostre que isso é verdade para a funcao v = u 4 ew, para qualquer € > 0, em que w é a funcao do item b.

5. Exercicio (2.C.2) (O exercicio estuda a solugdo fundamental, tal como visto no dia 21 de agosto, no caso
em que estamos em R!)
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2—n
Sabemos que para n > 3, a funcao ® (z) = W é a solucao fundamental canénica de —A. Note que
paran =1, temos ® (z) = —%‘. Esta é a chamada solu¢ao fundamental candnica em R!.
a) Mostre que [*_® (z) ’CZ—Q (x)dz = —f(0), para toda funcio f € C? (R). (Interpretamos isso como —%@ =

b).
b) Conclua que u(z) = [~
2

~ 5 (2) = f(2), f € CZ (R)
6. EXERcicio (2.E.2) (O exercicio estuda a funcio de Green, definida no dia 28 de agosto, no caso R*)
Mostre que a funcgao de Green para —% em ]0,1[ é dada por

J2z(l-y),z<
G(x,y)—{ y(l—g),m>z

* ®(xr—y)f(y)dy é a tnica solucdo limitada (médulo constantes) da equacdo

Dica: Resolva

" (y) =Py —=x),ycoU ’

para o caso U = |0, 1] e aplique a defini¢do de funcdo de Green dada em sala de aula. Note que ® é dado pelo
Exercicio (2.C.2).

{ A¢™(y) =0,y el

7. Exgercicio (2.H.1) (O exercicio apresenta o ntcleo de Poisson, visto no dia 28 de agosto, de uma bola
arbitréria).
Mostre que o niicleo de Poisson para a bola B (xg, R) C R™ é dada por

R2 — |z — x|
[S"H Rz —y[”

P(x,y) =

Dica: A funcédo acima pode ser obtida através do niicleo de Poisson em B (0, 1) e uma mudanga de coordenadas.

8. ExErcicio (2.H.3) (Abaixo provamos uma versao da Desigualdade de Harnack, vista no dia 21 de agosto,
na bola)

Sejau € C (B (xO,R)) NC? (B (zg,R)), u>0e Au(z) = 0, para todo x € B (zg, R). Mostre que se |x — xg| =
r < R, entao
7)

1— (%) 1+
1U(II?()).
(%)]

(
[+ (R - [1-

Dica: Estime o nucleo de Poisson.

(

9. ExeRrcicio (O exercicio abaixo j4 estava no site, para dia 9 de agosto)
Considere U C R™ um aberto limitado de classe C!.

i) Sejam u e v : U — R fungdes de classe C* (U). Prove que

V. (vVu) = Vu.Vu + vAu.

ii) Mostre, usando o teorema da divergéncia, que

/ v () 9u (x)dS (z) = / Vo (z) .Vu(z)dz + / v(z) Au (z) dz,
au on U U
em que n é a normal que aponta para fora de U.
iii) Conclua que se u: U — R ¢ de classe C? (U) e é solugao de
{ Au(z)=f(z), 2 €U
%(z):g(z),zeaU ’

em que f e g sao continuas, entao

| a@as@ = [t

10. Exercicio (2.A.2)

. 9 9 i . . N cosh (f) senh (6)
Seja Ty : R* — R* a transformacao linear cuja matriz na base canoénica é dada por < senh () cosh () )

Mostre que se u € C? (]Rz)7 entao

<§; - ;;) (u(Ty (2,1))) = <‘?;Z - giﬁ‘) (Ty (2,9)) -
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Note que Ty (x,y) = (cosh (0) z + senh (0) y, senh (6) x + cosh (0) y). Acima, (g—:z -2 ) (u(Ty (x,y))) é o ope-
2

rador (g—; — aa—;) agindo na funcdo (z,y) — u(Tp (z,y)) e (ng — %) (Th (z,y)) é a funcao (‘?;T;‘ — %) no

ponto Ty (x,y).

11. EXERrcicio (2.B.4)

Seja L como no exercicio 4 e Mu = Lu + ¢ (x) u em que ¢ é continuo e nio positivo em U.

a. Assuma que u € C? (U)NC (U) Modificando o argumento do exercicio 4, mostre que se u > 0 e Mu =0 em
U, entao maxg u = maxay u.

b. Mostre que o teorema de unicidade vale para M: Se u; e us sao solugoes de Mu =0em U e u; = us em OU,
entdo u; = ug em U. (Dica; Considere U’ = {z € U : u; — ug > 0})

c. Mostre que essa conclusao falha se ¢ > 0. (Dica: Considere o caso do laplaciano unidimensional).

12. ExXERcicio (4.A.2)

Sejam w1, ...,u, : R X [0,00] = R solugbes da equagao de onda unidimensional
R™ x [0, 00[ — R dado por

Ie]

w;  0%uy
ot

= 5,2 Mostre que v :

V(X1 ooy Ty ) = ug (x1,1) ug (T2, 1) .. ttyy (X, 1)
é solugao da equacao de onda % = Aw.

13. EXERcicio (4.A.4)
Resolva a equacao do calor unidimensional na semireta

{ 9u (1,t) = T4 (2,8) >0,t>0
u(z,0) = f () x>0

Considere como condigoes de contorno os seguintes casos abaixo:

a) u(0,t) =0

b) ?TZ (07 t) =0

(Dica: Para cada caso, use extensdo fmpar ou par de f em R).

14. Exercicio (4.C.3)

Seja U C R™ um aberto limitado de classe C, T > 0 e u € C? (Ur) N C* (m) uma solugao da equagao do calor
ou
ot

para todo (x,t) € Up. Suponha que usatisfaga ou a condigao de Dirichlet ou a de Neumann, isto é, u (x,t) = 0 ou
94 (z,t) = 0 para (z,t) € OU x ]0,T[. Mostre que t € ]0,T[ Jyu (t,)* dz é uma funcio decrescente de t.

(Dica: Observe que u (%% — Au) = 22 (u?) — V. (uVu) + |Vul® e integre sobre U).

15. EXERcIcIO (5.A.2)

Seja u € C% (R" x R) uma solucgdo da equagio de onda. Suponha que para algum tq € R, a fungdo z € R™

u (x,to) tenha suporte compacto. Logo, para todo ¢t € R, a func¢do x € R"™ — wu (z,t) tem suporte compacto. Mostre
que E = fR" \Vz7tu|2 dz independe de t. (Dica: Veja demonstragao do Teorema 5.3 da pagina 163 do Folland)

16. Exercicio (5.B.2)
A equagao diferencial

(z,t) = Au(z,t),

0*w ny 1) 1ow 0*w

Z i (p—1) 2 =2~

or? r Or ot?
é a equagao n—dimensional para a equagao de onda radial. Considere n = 3.
a. Mostre que a solucao geral da equacao de onda radial em 3 dimensoes é

w(et) =1 (G0 1)+l 1),

r = |z|, em que ¢ e ¢ sdo fungdes com valores em R.
b. Resolva o problema de Cauchy com condicdo inicial radial (n = 3),
0? 0
S~ Au=0, u(@,0)=f (), Z
usando o conhecimento sobre solugoes da equacao de onda em R .
c. Sejam u, f e g como na parte b. Mostre que u (0,t) = f(¢) + tf' (t) + tg (t). Conclua que u nao pode ser
melhor do que C*, se f é CFtl e g 6 CF.

17. Exgrcicio (5.E.1)

Seja U um aberto limitado conexo C' em R™. Suponha que u é uma funcio C? que satisfaz % —Au=0em

Ur, T > 0, e que u satisfaz a condi¢ao de Dirichlet u (x,t) = 0, « € 9U, ou a condi¢do de Neumann % (z,t) =0,

x € QU para todo t € ]0,T]. Mostre que E = [, |V$,tu|2 dz independe de ¢. Conclua que se u (z,0) = % (z,0) =0,
entao u = 0.

(x,0) = g (=)



