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Aproximagao por fungoes trigonométricas

Seja f : [, 7] — R uma fungdo continua. Nosso objetivo é aproximar esta fun¢do por uma da forma

~

N
50 Z apsen (nx) + bycos (nx)),

em que a, ¢ b, pertencem a R e N € N é um numero fixo.
Para tanto, definimos o erro da aproximagao como

2

- N
E (ag, -, an, b1, ..., bn) = / fx)— (C;O + Z (ansen (nx) + bycos (nz))) dz.
- n=1
Para entender este problema, resolva as questoes abaixo:
1) Seja (.,.) : C ([-m, 7] ,R) x C ([-m, 7] ,R) = R a fungéo definida como
(f:9)= | [f(2)g(x)dr.
Mostre que esta fun¢éo define um produto interno em C ([, 7] ,R) = {f : [-7, 7] = R; f é continua}
2) Considere ||.|| : C ([—m, 7] ,R) — [0, 00[ a norma que vem deste produto interno. Mostre que
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N
E (ag,...,an,b1,...,bN) = Hf (x) — (C;O + Z (ansen (nx) + bycos (nx)))
n=1

3) Seja W o subespago de C ([—m, 7| ,R) gerado por {1, sen (x), ..., sen (Nz),cos (), ...,cos (Nz)}. Mostre que
B= {\/%, ﬁsen (@), .y fsen (Nz), ﬁcos (@), .y fcos (N:E)} ¢ uma base ortonormal de W.

4) Seja V um espaco vetorial real com produto interno {.,.) : V.xV = Re |.|| : V = [0, 00[ a norma que vem
deste produto interno. Seja W um subespaco de dimensao finita de V. Se f € V, entao sabemos que f pode ser
escrito de maneira tinica como f; + f2, em que f; € W é a projecio ortogonal de f em W e fo € W, ou seja, fy é
ortogonal a W. Mostre que se g € W, entao

1F =gl = [1fr = gll* + [l falI*-

Conclua que o vetor g € W que minimiza {||f —gl’, g€ W} é dado por g = f1.

5) Aplique o resultado do item 4) para V = C([—7,7|,R) e W o subespago de C ([—7,7|,R) gerado por
{1,sen (x),...,sen (Nz),cos(x),...,cos (Nz)}. Conclua que o erro E (ag,...,an,b1,...,by) é o menor possivel
quando % + Zn 1 (ansen (nx) + bycos (nx)) é a projecdo ortogonal de f em W. Usando o item 3), calcule os
coeﬁ(nentes ag, .-, GN, b1, ..., by da melhor aproximagcao possivel de uma funcdo f continua em polinémios trigo-
nométricos. Estes nimeros sao chamados de coeficientes de Fourier de f.



6) E possivel escrever também uma aproximacao por exponenciais complexas. Dado uma fungao f(z) = % +

25:1 (ansen (nx) + bycos (nx)), em que ag, ..., ay, b1, ..., by € C, mostre que existem c_y, ...,cy € C tais que

N ; ~ . .
Por outro lado, mostre que se f (z) =Y, __ y cne'™”, entdo existem constantes ay, ..., an, b1, ..., by € C tais que

a N - : ‘ : Ty
f(x)=%+> 1 (ansen (nx) + bycos (nx)). Ache as relagdes entre os coeficientes c; e os coegﬁmentes a; e b;. (Dica:
nao é muito dificil provar isto. Nao precisa usar os resultados anteriores. Apenas use que e" = cos (0) + isen (6).)



