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Funções diferenciáveis e regra da cadeia

Seja B : Rn ×Rn → R uma função bilinear, ou seja, tal que para todo u, v e w em Rn e α e β em R, tenhamos

B (αu+ βv,w) = αB (u,w) + βB (v, w) .

e
B (w,αu+ βv) = αB (w, u) + βB (w, v) .

1) Mostre que B é diferenciável e que

dB (a, b) (u, v) = B (a, v) +B (u, b) .

2) Sejam f1 : Rn × Rn → R, f2 : Rn → R e f3 : R2 × R2 → R dadas por

f1 (u, v) = 〈u, v〉 , f2 (u) = ‖u‖2 , f3 (A1, A2) = det(A1, A2),

em que (A1, A2) é a matriz 2× 2 cujas linhas são A1 e A2. Calcule

df1(a, b)(u, v), df2(a)(u) e df3(A1, A2)(B1, B2).

3) Sejam C =

(
c11 c12
c21 c22

)
e A = (A1, A2) =

(
a11 a12
a21 a22

)
, em que A1 =

(
a11 a12

)
e A2 =

(
a21 a22

)
.

Mostre que CA é a matriz cuja primeira linha é igual a c11A1 + c12A2 e a segunda linha é igual a c21A1 + c22A2,
ou seja, CA = (c11A1 + c12A2, c21A1 + c22A2).

4) Conclua que se A = (A1, A2) e C = (C1, C2), então

d det (A) (CA) = tr(C)det(A).

5) Se A =

(
a11 a12
a21 a22

)
e X (t) =

(
x11 (t) x12 (t)
x21 (t) x22 (t)

)
são tais que X ′ (t) = AX (t), então mostre que

d

dt
det (X (t)) = tr(A)det (X (t)) .
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