PROVA 1 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova ¢ individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracéo.
Boa Prova!

ExXERrRcicio 1

(1 Ponto) a) Calcule o comprimento da curva dada por a: [0, 5] — R? dada por a (t) = (cos® (t), sen (t)).
Resolucao:
Observamos que o (t) = 3 (—cos?® (t) sen (t) , sen? (t) cos (t)). Logo

o/ (t)[| = 3|(—cos® (t) sen (t) , sen® (t) cos (1)) || = 31/ (cost(t)sen?(t) + sen*(t)cos(t))

= 31/(cos2(t) + sen2(t)) cos?(t)sen2(t) = 3sen(t)cos(t) = gsen (2t).

Assim, o comprimento €

2 3 [ 3 cos (2t) %
[ @lae=3 [* senena - -5 )

0

V)
DO o

Logo o comprimento é igual a %
(1 Ponto) b) Calcule fC ydz — 2zdx, em que C é a curva que comeca em (1,2,0) e vai até (0,0,v/5) e esta contida na
interseccdo das superficies definidas por 22 + y? + 22 =5 e por y = 2z

Resolucao:
Basta fazer uma parametrizacéo adequada. A curva édadapor o : [0, %] — R?, em que a () = (cos(t), 2cos(t), v5sen(t)).

Assim, o (t) = (—sen(t), —2sen(t), V5cos(t)) e

/ ydz — 2zdx = /" 2cos(t)V/5cos(t) + 2v/5sen(t)sen(t)dt = Z\fg = /5.
c 0

(1 Ponto) c¢) Considere uma particula que vai do ponto (1,1) até o ponto (2,2) num campo de forcas definido por
f(z,y) = (2my, x2). Calcule o trabalho realizado pela particula em seu deslocamento.

Resolucao:
Observamos que f (z,y) = Vo (z,y), em que ¢ (z,y) = z?y. Logo f é um campo gradiente. Portanto, para qualquer
caminho v que leva (1,1) até (2,2), o trabalho realizado ¢ dado por

/f.d7:/Vap.dwzgo(272)—g0(171) =8—-1="T.
v v
O trabalho é igual a 7.

EXERcCICIO 2
(1 Ponto) a) Seja f : R3\ {(x,0,0);x € R} — R a funcao dada por f (z,y,z) = (O, yz;—‘,-zﬁ’ yzﬁ) Esta fun¢do tem

rotacional nulo? Ela é conservativa?
Resolucao:

Seja f (z,.2) = (0, 57z, ol ) = (1, fou fo).

Esta funcao tem rotacional nulo, pois

0 —z -1 n 222 2y
0z \y*+22) 42 (2422 (P +22)

% ( ; ) w2y
Oy \P+2) TR (e ()
Logo % 8f2 = %—’;3. Da mesma forma, trivialmente vemos que a—le = % e ai; = %.
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Vemos também que a fungdo ndo é conservativa. De fato, se o : [0,27] — R3 é a curva fechada simples dada por
a(t) = (0,cos(t), sen(t)), entdo

/f.a - /027T <<0’ sen2z15§6—71-1 S))SQ(t)’ sen? (i)oj-(i)OSQ(t)> » (0, —sen(t), Cos(t))> dt

2m 2 2
:/ sen®(t) + cos (t)dt — o0,
o sen?(t) + cos?(t)

Se o campo fosse conservativo, a integral de qualquer curva fechada simples seria igual a 0.

(1 Ponto) b) O espago {(z,0,0);x € R} é simplesmente conexo? Justifique.
Resolucao:

Nao, se fosse simplesmente conexo, todo campo com rotacional nulo seria conservativo, o que ndo é o caso, pelo que
vimos no item a.

EXERcIcCIO 3

(1,5 ponto) a) Dado uma curva « : [a,b] — R?, a(t) = (z(t),y (t)) definimos sua normal como n (t) = %
z Yy
Seja C' uma curva de Jordan C' por partes e f e g duas funcdes de classe C? num aberto que contém a curva e o seu
interior. Mostre que ¢, fag ds= [ [ .o (fAg+ V[ Vg)drdy.

Resolucao:
Basta observar que
99 99\ (Y (t),—2' (1)) 2 2
fg%—' f<( ) > 2 (1) + vy (t)7dt
g PG v (0 4y (1)

_ 99,99, ﬂg 99 4, _ 199
%Cf<axy 8y$ dt = Cfamdy faydx.

Usando o teorema de Green concluimos que

s st~ [ Lo (5 (150) 55 (55 st = [ [ 9209590 e

(1 ponto) b) Dizemos que u € C? () ¢ um autovetor do Laplaciano com autovalor A se Au = Au. Dizemos que este
autovetor satisfaz a condigao de Dirichlet se u|,, = 0. Dizemos que este autovetor satisfaz a condicdo de Neumann se
Ontt| 9o = 0. Mostre que se € ¢ o interior de uma curva de Jordan C' por partes, entdo todo autovetor com condicdes de
Dirichlet ou de Neumann possui autovalor A < 0.

Resolucao:

Seja u um autovetor do Laplaciano. Pelo item a, concluimos que

// (uAu + Vu.Vu) dedy = 5& ua—uds =0,
intC' c on

pois ou u ou 2% ¢ igual a zero em C. Logo [ [, ulAudzdy = — [ [. . - Vu.Vudzdy.

Como Au = Au, vemos que
)\// w?drdy = 7//Vu.Vud:Edy.
intC

A// u2dxdy:,ffllLH2dfwly B
intC ffintCUdedy A

Assim,

EXERciIcIO 4

(2,5 ponto) Considere a func¢do ¢ : R? — R? dada por ¢ (u,v) = (u? — v, 2uv). Seja Q o quadrado com vértices (1,1),
(1,2), (2,1) e (2,2). Esboce o conjunto S := ¢(Q), imagem do quadrado pela fungao Q. Calcule

/ / y2dzdy.
s
Resolucao:

Basta usar o teorema de mudanca de coordenadas. Vemos que

o1 850)1 2u —2v 2 2
dp (u,v) = (?L,gz o) = w 2w = det (d¢ (u,v)) =2 (u +v ) )
5] ov
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Assim,

//Syzdxdy://al(s) (yogo(u,v))2det(dgo(u,v))dudv://Q(2u11)22(u2+v2) dudv

16 x31x7

2 2 2 2 16
= 8/ / (u4v2 + u2v4) dudv = 16/ / utvidudv = = (25 — 1) (23 — 1)



PROVA 1 - MATEMATICA 4 (CCM 0223) 4

FOrRMULARIO.

Defini¢ao 1. Seja f = (f1,..., fn) : Q CR" 5 R" e « : [a,b] — R™. Definimos a integral de linha por

/fda—/fldx1+ A+ fodz, = / f(a o (t)dt.

Seja g : Q@ C R™ — R. Definimos a integral pelo comprimento da curva por

[ aas f/ ) o’ ()l de.

Exemplo 2. Integral de linha pode ser usada para calculo de trabalho. Integral pelo comprimento da curva pode ser
usado para o calculo de comprimento, massa, centro de massa e etc. Se p : 2 C R™ — R descreve a densidade, entao a
massa de um objeto descrito pela curva « : [a,b] — Q é dada por [ pds. O centro de massa ¢ o vetor (yi,...,y,) dado por

_ Jpzds
Yi = Tpds

Definigao 3. Uma funcao f = (f1,..., fn) : & C R® — R™ é um campo conservativo se existe ¢ : 2 — R de classe C* tal
que f = V.

Defini¢ao 4. Um conjunto aberto 2 C R™ é simplesmente conexo se toda curva fechada simples pode ser deformada
em um ponto, isto é, dado « : [a,b] — Q continua, existe H : [0,1] x [a,b] — § continua tal que H (0,t) = a(t) e
H (1,t) = p € Q. Conjuntos estrelado (Existe p € 2 tal que todo outro ponto de 2 pode ser ligado por um segmento de
reta) sdo simplesmente conexos.

Proposigao 1. Se f é uma fungdo conservativa de classe C', entio seu rotacional é zero. (Dizemos que f tem rotacional

2€ero se g:{’ = 8ff) Se Q) é simplesmente conezo, f é de classe C' e tem rotacional igual a zero, entio ) é simplesmente

conexo.

Definicao 5. Seja o : [a,b] — Q uma curva de Jordan (fechada e simples) de classe C! cujo interior, denotado por R, pertence ao aberto
Q C R™. Sejam P,Q : Q — R duas funcgées de classe C'. Logo

/1m<a) Pda + Qdy = // (— - —) dwdy

Definigao 6. Seja Q CR" e ¢ : Q — Q um difeomorfismo. Seja f : Q — R uma funcio integravel. Logo

/ fdx :/ f o pl|detdy| dz,
Q (%))

em que det (dp) = det (

3%‘)
pxj )"



