PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova ¢ individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracéo.
Boa Prova!

EXERcicIO 1

(1,5 Ponto) Calcule a area da superficie dada por 22 = 22 + y2, em que 0 < z < S%y
Resolucao:
Vamos parametrizar a superficie da seguinte forma: Consideraremos ¢ (z,y) = (a:, Yy, /2 + y2).

d d z _ x . o dell _
Logo 52 x 32 = (1,0,M> X (O,l,ﬁ) = (— \/w2+y2,—\/w2~7{+y2,1>. Assim, || 52 x (TZ’H = /2. Logo
drea:// V2dzdy,
Q

em que ) = {0 < Va2 +y2 < 3;2?’} Note que

2
3 — 3 —

Va2 +y? < 72y = 2*+y’ < <2 y)

!

1 3 3 9
x2+y2§z(976y+y2) = x2+1y2+§ygz =

3
x2+1(y+1)2 <3.
Para calcular a integral, faremos entio a seguinte mudanca de coordenadas: Consideraremos 2 = v/3rcos () e y =

—1+ 2rsen (). Logo
. 3% oz —de \/5008 (9) —\/37’8677, (0) . r
det < % % ) = det < 2sen (0) 2rcos (0) ) =2V3r

Assim

//Q\/dedy = 2\/5\/3/0% /01 rdrdd = 2/6m.

EXERcICIO 2

Seja S; o hemisfério 22 + 32 + 22 =1, z > 0, e n; a normal unitaria que aponta para fora da esfera. Seja Sy a regido
{(2,y,0) € R% 2% + ¢ <1} e ny = (0,0, —1).

(1 Ponto) a) Seja f : R* — R? a fun¢do dada por f (z,y,z) = (2z + sen (y?) , —4y + cos (22 + 2%) , 2z + €'°7). Calcule
o fluxo de f em S = S; U S, na direcdo n em que n é igual a n; sobre Sy e é igual a ny sobre Ss.

Resolucao:
Basta observar que V. (2z + sen (y?), —4y + cos (2% + 25) , 2z + €'®) = 2 — 4+ 2 = 0. Logo, pelo teorema da diver-

géncia, ffleJSg fndS = ffint(slusz) V.fdx = 0.

(0,5 Ponto) b) Seja f : R?* — R? a fungdo dada por f (z,y, 2) = (2, —4y,2z + 1). Calcule o fluxo de f em S; na dire¢do
ny e o fluxo de f em Sy na direcao ns.

Resolucao:

Observamos que V. (2x,—4y,22 +1) =2 —4+2 = 0. Logo ff51USQ fndS = fj‘illt(slUSQ) V.fdx = 0. Concluimos,
assim, que [ [y fndS=— [ [q fndS.

Agora calculando ffs2 f.ndS, obtemos

// fndS = // (2z, —4y,1).(0,0,—1) dzdy = 7// drdy = —.
Sa B1(0) B1(0)

Logo, como [ [¢ f.ndS = —m, concluimos que [ [q f.ndS = 7.
Poderfamos calcular [ [, s f-ndS “na marra” também. No entanto, as contas sdo muito maiores.
1
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EXERcicIO 3

Seja 2 C R3 uma regido conexa e limitada com bordo 9Q de classe C'. Considere o seguinte problema: Ache uma
funcio u : Q — R de classe C? tal que

{ Au(z) = f(z), v €Q
g—:ﬁ(x):g(x),xeaﬁ’

em que % = (Vu,n) é a derivada direcional na diregdo de n, sendo n a normal que aponta para forade Qe f: Q - Re
g : 092 — R funcgoes continuas.

(1 ponto) a) Mostre que se existe uma solugao u do problema acima, entdo f e g devem satisfazer [ [ [, f (z)dx =

ffan (z) dS

Resolucao:
Utilizando o teorema da divergéncia e o fato de que V. (Vu) = Awu, obtemos

///Qf(ac)dx:///QAu(x)dx:///QV.(Vw(m))dx:/ BQVu(x).ndS://an )dS = //BQ ) .ndS.

(1 ponto) b) Mostre que se v é uma outra solugdo do problema, entdo existe uma constante C' > 0 tal que u =v + C.

Resolucao:
Inicialmente observamos que se w é uma funcdo de classe C? tal que Aw = 0, entdo, pelo teorema da divergéncia, temos

[ [ive@pae= [ [ [ vovwie= [ [ [v@ow) -wswte= [ [ |9 @ow dx—//m o

Logo, se u e v sdo solugdes do problema, entdo Au = Av = 0. Assim, temos

///HV u—v) || dac-//{m U —v (ZZ() gz("3))ds://{)ﬂ(U—U)(g(Ji)—g(sr:))dSzo.

Desta forma, [ [ [, IV (u—v) (z)||> dz = 0. Portanto, como ||V (u—v) ()] > 0 e a funcdo é continua, concluimos
que V (u—v)(x) = 0, para todo € Q. Como  é conexo, concluimos que u — v é uma fun¢do constante. Logo

u(z) =v(x)+C.

Dica: Use o teorema da divergéncia e prove que se w : Q — R ¢ de classe C?, entdo

) [ [ Jodw(@)de= [ [5 5 (
i) [ [oqwde (x)dS =[] [, |Vw | dx, se Aw = 0.

EXERcICIO 4

(2 pontos) Seja a superficie com bordo S definida como 22 4+ 3% + 22 =4, 0 < 2z < v/2 e n a normal que aponta para
fora da esfera de raio 2. Calcule [ fS V x fndS, em que f (z,y,2) = (zy cos (’%2) zsen ( ) yz)

Resolucao:
//V X fndS = f.cl’y7
s

Pelo teorema de Stokes, temos
em que 0S é composta de duas curvas: vy, = (2cos (0) , 2sen (6) , ) e v2 = (V2cos (0),v2sen (0),v/2). Calculando, temos

Fody = /0 7 (0,0,0) . (—2sen (6), 2c05 (8) . 0) b = 0

71

L f.d’y/:Tr (25671( )cos (), V/2sen (), 2sen(9)).(f\/§sen() V2cos (8) ,0 >d0f2\[/ sen? (0) df = 2v/2x

Usando a regra da mao direita e o teorema de Stokes, obtemos
// V x fndS = / fody — / fody = —2V/2m.
S 71 Y2

EXERcCICIO 5

(1 ponto) a) Considere a 1-forma diferencial w (x,y,2) = f1 (z,y,2)dx + f2 (z,y,2)dy + f3 (x,y,2) dz em R3. Existe
uma fungao g : R — R3, g = (g1, g2, g3) tal que dw (z,y, 2) = g1 (,y,2) dy ANdz + g2 (x,y,2) dz ANdz + g3 (7, y, 2) dz A dy.
Quem ¢é essa funcao? Justifique calculando dw.

Resolucao:
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Basta calcular.

(9 df1 df1 dfa df2 P dfs dfs dfs
dw (x,y,2) = (8:17 dx + —ay dy + 5 dz) ANdx + (317 dx + —ay dy + 5 dz) A dy + <8x dx + —ay dy + rn dz) ANdz
:—%dx/\dy—&-%dz/\dw—i—%dx/\dy—%dy/\dz— %dz/\dx+%dy/\dz
dy 0z Or 0z Ox oy
_(9fs Of ofi  Ofs df2  Of
(ay az)dyAder(aZ ax>dz/\d1’+<agc ay)d:v/\aly.
Logo g =V x f.

(1 ponto) b) Considere a 2-forma diferencial w (z,y, z) = f1 (z,y, 2) dy Ndz+ fo (z,y,2)dz Ndz + f3 (x,y,2) de Ady em
R3. Existe uma funcgio g tal que dw (x,y,2) = g (z,y,2) dz A dy A dz. Quem & essa fungio? Justifique calculando dw.
Resolucao:
Novamente, calculando obtemos
dw (2,9, 2)

= %dx—&- %dy+ %dz ANdy Ndz + %daﬁ— %dy—i- %dz ANdz Ndx + %dx+ %dy—i— %dz ANdx Ndy
Ox Jy 0z ox Jy 0z oz dy 0z

:%dm/\dy/\dz—i—%dy/\dz/\dm—i—aafgdz/\dm/\dy: (afl+%+af‘3>
z y

0z or dy 0z
Logo g = V.f.
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FOrRMULARIO.

Definicao 1. Seja ¢ : Q C R? — R® uma parametrizacio e S = (f2). Nestas condicdes:
1) A area da superficie é definida como

dudv.

2) A integral de superficie de uma funcio f: U C R® — ]R em que S C U, é definida como

[ 5= e

3) O fluxo de uma funcdo f: U C R® —» R, em que S C U, ¢ definido como [ [ (f,n)dS. Portanto é calculado como

// <fo<pu1) —Xg—i>dudv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q C R® ¢ um aberto limitado e conezxo e se N for suficientemente regular
(de classe C*, ou cubos, poliedros, semicirculos e etc) e se u: Q — R® é de classe C*, entio

///QV.udac://Bﬂ<u,n>d57

em que n € a normal unitdria que aponta para fora.

dudv.

‘7X7

Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R® é uma superficie de dimensio 2 com bordo suficientemente regular (por
ezemplos, curvas de classe C*), e se u: Q — R® € uma fungio de classe C*, em que S C Q C R® e Q é um aberto, entio

//qu.ndS:/ u.do,
s as

em que fas u.da € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integragio de linha
obedece a regra da mdao direita.
Definicao 2. Uma p-forma w em R” é uma aplicacio w : R” x ... x R® — R, com p-céopias de R", linear em cada uma das
coordenadas e alternada. Em particular, temos
dzi(viy ...y V) = U5,
dzi ANdzj ((v1, ..y Vn), (W1, ..., Wn)) = ViW; — VW;.

Logo dx; Ndzj = —dx; Adx; e do; A dz; = 0.
Uma p-forma diferencial em R™ é uma func¢ao w definida num aberto 2 C R" e que a cada ponto x € Q corresponde uma p-forma
w(x).

Definigao 3. Dado uma p-forma w (z) = 3. | a;dzr, em que dzr = dxi, A ... Adziy, definimos a p + 1-forma dw como

ZZ 8(1, dCCk Ndxg.

7,1k:1




