PROVA 3 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formuldrio). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

EXERcicIO 1

Num jogo da mega sena sao sorteados 6 nimeros entre sessenta possibilidades. Os possiveis nimeros sdo {1,2,3, ...,58,59,60}.
Para cada sorteio nao importa a ordem em que as bolas sao sorteadas.

(1,5 Ponto) a) Calcule a probabilidade de que todos niimeros sorteados pertengam a uma mesma dezena. Por exemplo
{1,2,3,4,5,6}, {32,33,35,36,38,39}, {50,51,56,57,58,59}, e etc. Para tanto, primeiro calcule o nimero de sorteios em
que isso ocorre e divida pelo ntimero de sorteios possiveis na mega sena, lembrando sempre que a ordem dos nimeros
sorteados ndo importa. (Tome cuidado. Na primeira dezena temos 9 numeros: {1,...,9}, nas demais temos 10 ntimeros,
por exemplo: {20,21,...,29}).

Resolucao:

No conjunto {1,...,9}, a quantidade de conjuntos com 6 elementos é ( . Nos conjuntos {10,...,19}, {20, ...,29},

6
{30, ..., 39}, {40,...,49} e {50,...,59}, a quantidade de conjuntos com 6 elementos é ( 160 >, Assim temos ( 2 ) +5 X

< 60 ) jogos possiveis. Na mega sena temos 60 numeros. Assim a quantidade de conjuntos com 6 elementos é 660 )

Assim, o ntimero total de jogos na mega sena é 660 )

Desta maneira, a probabilidade é dada por

985054 45 x 1098705 98.7.6.5.4+ 5 x 10.9.8.7.6.5

£0.59.58.57.56.55 - 60.59.58.57.56.55
~ 9.87.654+5x10.98.7.6.5  60.480 +756.000  816.480 5 265 x 10-5
B 60.59.58.57.56.55 T 36.045.979.200  36.045.979.200

(1 Ponto) b) Suponha que todos os nimeros sorteados pertengam a {50, 51,52, ...,59}. Quantas sorteios (a ordem em
que os numeros foram sorteados ndo importal!) sdo possiveis em que obtemos 4 nimeros em sequéncia e dois fora. Por
exemplo: {50,51,52,53,55,56}, {50,51,52,53,55,57}, {50,53, 54, 55,56, 58}, {50,51,56,57,58,59} e etc. (Dica: Divida
entre os casos em que temos sequéncias de 4 nimeros comecando com 50 ou 56 e os casos em que temos sequéncias
comecgando com 51, 52, 53, 54 ou 55)

Resolucao:

Temos que dividir em casos

Se a sequéncia comeca com 50, ou seja, é 50, 51, 52 e 53, entao os outros dois nimeros nao podem ser 54. Sobram 5

9 2
Se a sequéncia comeg¢a com 51, entdo nao podemos ter nem 50, nem 55. Sobram 4 ntimeros possiveis. Assim, o niimero

ntmeros possiveis: 55, 56, 57, 58 e 59. Assim, o nimero de conjuntos de dois elementos é ( X =34 —10.

de conjuntos de dois elementos é ( ;1 > = 4—23 = 6.

Se comeca com 52, ndo podemos ter nem 51 nem 56. Logo temos % = 6 jogos.
Se comeca com 53, nao podemos ter nem 52 nem 57. Logo temos 4?3 = 6 jogos.
Se comeca com 54, ndo podemos ter nem 53 nem 58. Logo temos % = 6 jogos.
Se comeca com 55, nao podemos ter nem 54 nem 59. Logo temos ‘%3 = 6 jogos.
Se a sequéncia comec¢a com 56, ndo podemos ter 55. Logo temos 53—4 = 10 jogos.

O total é 50 combinagdes.

EXERciIcIO 2

Um grupo de pessoas estd jogando dardos. Suponha que o alvo seja uma bola unitaria em R?, isto é, S = By (0) :=
{(:E7 y) € R% 22 4+ 9% < 1}. Esse grupo é composto de pessoas pouco talentosas. Elas nunca erram o alvo, mas o acertam
1
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de forma completamente aleatéria. Desta maneira, a probabilidade de que uma pessoa atinja uma regido A C B; (0) é
dada por
_ Area(A)  Area(A)

Area (B1 (0)) T

(1,5 Ponto) a) Considere as seguintes varidveis aleatorias X, Y, Z : By (0) — R dadas por X (z,y) = /22 + 942, Y = X2,
7 = ¢X’. Determine a funcdo de distribui¢do e a funcdo de densidade de cada uma dessas variaveis aleatorias. (Dica:
observe que X ! (]—o0,r]) = B, (0), quando 0 < r < 1.)

Resolucao:
Basta usar a definigao.
Se 0 <t <1, temos F (75):P(X<t)=M:”—t2:t2 Se t <0, temos F (t):P(X<t):M:
=re * == TreaBr0) ~ 7 ' ’ X S Y= Trea(Bi(0)
o _ Area(B1(0)) __
0. Se t > 1, temos Fx (t) = P(X <t) = TrealBi(0)) 1
Assim,
0,t<0
Fx(t)=4 t2,0<t<1
1L,t>1
Derivando em cada um dos intervalos, temos
0,t<0
fxt)=< 2t,0<t<1
0,t>1
Agora observamos que P (Y <t) =P (X2 < t) =P (f\/i < X< \/Z) =P (X < \/i), ja que P (X < f\/f) =0.
Desta maneira, se 0 < ¢ < 1, temos Fy (t) = P (Y <t) = % =7 = Set <0, temos Fy (t) = P (X? <t) =
rea(B1
P(0)=0,poist<0eX?>0.Set>1, temos Fy (t) = P (X <Vt) = it:l;(im
Assim,
0,t<
Fy (t) = 0<t<1
1,t>1
Derivando em cada um dos intervalos, temos
0,t<0
fy(t): 1,0<t<1
0,t>1

0,t<1
Fz(t)=4¢ In(t),1<t<e
1,t>e
Derivando em cada um dos intervalos, temos
0,t<0
fz(t)=4 +,0<t<1
0,t>1

(1 Ponto) b) Calcule F (X) e Var (X).

Resolucao:

Basta usar a definicao. Temos
00 1
2
E(X)=/ tfx(t)dt:/ t2tdt = =.
oo 0

Por outro lado,

[+

Seja (S, B, P) um espago de probabilidade, A e B eventos.

Var(x) = [ Tt B(X) fx (1) dt

— 00

1
8 2 8 8 9-164+48 1
dt = 263 — —¢? t)dt= = =
/0< 3 +9> 1 9718 18 18

2
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(1,5 ponto) a) Se PIL(&C)) =3e Pﬁ(ﬁfg)c) = 4, mostre que
11 4
S <p(B) <=
20 5
Resolucao:

Como P (A¢) =1 — P (A), concluimos que 1 — P (A) = 3P (A). Logo P (A) = 1.
Da mesma maneira, vemos que P(AUB) =4(1 — P(AUB)). Logo P(AUB) = %.
A =

AgorabastanotarqueP(B)gP(AUB):%equeP(B)Zp(AuB)_p( ) _ 16=5 _ 11

20 20°

4_ 1
51
(1 ponto) b) Se A e B sdo independentes, mostre que P (AU B) =1 — P (A€) P (B°).
Resolucao:
Basta seguir as seguintes passagens

1-PAYP(B)=1-(1-PA)Q1-PB)=1-1-P(A)—P(B)+P(A)P(B))
=P(A)+P(B)—-P(A)P(B)=P(A)+P(B)—P(ANB)=P(AUB).
Dica: Use nos itens acima que P(AUB) =P (A)+ P(B)—- P(ANB).

EXERcICIO 4

Um material radioativo obedece uma lei de decaimento exponencial com tempo de meia vida de 5 anos. Assim, se

X : 8§ = [0, 00] corresponde ao tempo de decaimento de um atomo, entdo Fx tem uma distribuigdo exponencial tal que
P(X <5)=1.

(1,5 ponto) a) Calcule a probabilidade de que o atomo se desintegre num intervalo X > 10 (em mais do que 10 anos) e
num intervalo 5 < X < 10 (entre 1 e 10 anos).

Resolucao:
Observemos que P (X <5)=1—-e M =1 — M =1 — _\5=-In(2) = r="2E,
Logo
P(X 2 10) —-1— (1 _ 67/\10) — 67)\10 — 67¥10 — 672111(2) — eln(i) _ i
e
P(5 S X S 10) _ (1 _ e*AlO) _ (1 _ 67)\5) _ 67)\5 _ ef)\lo — e~ In(2) _ 6721n(2) — % _ i — %

(1 ponto) b) Qual é a probabilidade que o 4tomo se desintegre em até 1.000.000.005 anos, dado que ele nao se desintegrou
em 1.000.000.000 de anos. (Use probabilidade condicional).

Resolucao: Usando probabilidade condicional, temos que

P (0 < X <1.000.000.005|X > 1.000.000.000)
P ((0 < X <1.000.000.005) N (X > 1.000.000.000)) P (1.000.000.000 < X < 1.000.000.005)

P (X > 1.000.000.000) B P (X > 1.000.000.000)
(1 _ e*Al.OO0.000.00S) _ (1 _ 67)\1.000.000.000) 67A1'000'000'000 _ 67)\1.000.000.005
= 6_)‘1'000'000'000 = e—)\l.OO0.000.000

e—)\l.OO0.000.000 (1 _ e—)\5) 1

¢—X1.000.000.000 2
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FOrRMULARIO.

Definigao 1. Um espago de probabilidade (.9, B, P) consiste de
1) Um conjunto S.
2) Uma o-algebra B de S. A o—algebra B é uma colegao de subconjuntos de S (chamados de eventos) que satisfaz:
a) S e () pertencem a B.
b) Se {A”}neN € B, entao Up2 A, € B.
c) Se A € B, entao A° € B.
3) Uma medida de probabilidade P : B — [0,1]. A medida de probabilidade P é uma fungao que satisfaz:
YP(S)=1e P(0)=1.
b) Se {An},cn € B € uma colegao de conjuntos disjuntos, entdao P (UnliAn) =Y o7 | P (An).

o

No caso em que S C R"™ é um aberto, costuma-se tomar como 5 a menor o-algebra que contém todos os abertos de S. Este
conjunto é muito grande e contém também todos os fechados contidos em S.

Definigao 2. Seja (S, B, P) um espago de probabilidade, A e B dois eventos de S. Dizemos que A e B sido independentes se
P(ANnB)=P(A)P(B).

Defini¢ao 3. Seja (5,58, P) um espago de probabilidade, A e B dois eventos de S com P (B) # 0. A probabilidade de que A
ocorra, dado que B ocorreu é definida como P (A|B) = £405) - p(A|B) ¢ chamada de probabilidade condicional de A dado que

P(B)
B ocorre.

De maneira analoga a probabilidade de que A ocorra, dado que B nao ocorreu é definida como P (A|B°) =

P(ANB®)

P(B°)
Definicao 4. Seja (S, B, P) um espago de probabilidade. Dizemos que X : S — R é uma variavel aleatoria se X' (]—oo0,t]) € B
para todo t € R. A fungao distribui¢do associada a X é a fun¢do Fx : R — [0,1] definida como Fx (t) = P (X <t). Dizemos que
Fx possui uma funcao de densidade fx : R — R se

Fx (t) = /joo fx (s)ds.

Neste caso, fx (t) = ‘f—tx (t) nos pontos em que Fx é continua.

Exemplo 5. Seja (S,B, P) um espago de probabilidade. Dizemos que X : S — R é uma variavel aleatoria com distribuigao
exponencial se existe A > 0 tal que

1—e ™ t>0 Ae™ ™Mt >0
FX(t):{ 0,t<0 eFX(t):{ 0,£<0

Defini¢ao 6. Seja (S,5B,P) um espago de probabilidade e X : S — R é uma variavel aleatéria com distribui¢do continua e
densidade de probabilidade fx. Definimos

1) A esperanca de X por E (X) = [*_tfx (t)dt.

2) A variancia de X por Var (X) = [ (t — E (X)) fx (t) dt.

o0

Proposigao 1. Num conjunto S = {a1,...,an}, temos
1) A quantidade de sequencias de m elementos distintos de S (tais como (b1, ...,bm), em que bi,...,b;m € S sdo todos diferentes)

é dada por N(N—-1)(N —-2)...(N—-m+1) = (N%;n), A ideia é que podemos ter N elementos na primeira escolha, N — 1 na
sequnda e assim por diante.

2) A quantidade de subconjuntos de m elementos distintos de S (tais como {b1,...,bm }, em que b1,...,by, € S sdo todos diferentes)
€ dada por N(Jxl?:rfff)?i):;){\fzﬁﬂ) = m!(ji;’im)! = ( Z ) A ideia é que a mesma combina¢do pode aparecer de m! maneiras

distintas. Portanto, precisamos dividir por m!.
Raciocinios andlogos podem ser aplicados em outras situagoes, tais como a primeira questao dessa prova.



