REGULARIDADE L» PARA EQUACOES PARABOLICAS ABSTRATAS - MINICURSO
VERAO UFSCAR

PEDRO T. P. LOPES

Resumo. Primeira aula do minicurso, ministrado no verdo de 2019 no Departamento de Matematica da UFSCar.
Nesta aula, falaremos de operadores sectoriais, semigrupos analiticos e definicdo de regularidade maximal. Vere-
mos que um operador com a propriedade de regularidade maximal gera um semigrupo analitico. Além disso, a
regularidade maximal é independente do tempo, desde que este seja finito, e de p € (1, 00).

1. PRIMEIRA AULA.
1.1. Operadores sectoriais e semigrupos. Seja A € M, «, (C) e consideremos o seguinte problema:

u(@t)+Au(t) = 0
u (0) = wup’

em que ug € C. Sabemos que a solugio dessa equagio é dada por u (t) = e *ug. A matriz e *4 ¢ definida usando
a série de Taylor da exponencial

_ >, (—tA)!
oA (A

Como de costume, convencionamos que A° = I. E interessante notar que se o (A) C Bg (0) = {z € C"; |z| < R},
entao

1 _
et = et (A=A4) !
271 8BRr(0)
A integral acima é tomada com o caminho no sentido anti-horario.

De fato, como A € C\o (4) — (A— A)~' € M, ., (C) ¢ analitica, a integral acima independe de R, desde que
o (A) C Bg (0), pelo Teorema de Cauchy. Assim, para R > [|A];,  (c), temos

—1
€ e A=A Ndr = i/ e AN <I - A) dX
2ms, BR(0) 2mi dBRr(0) A
— / )\—1—j+/€d)\ _ =
5 ! 271'@ 9BR(0) —
e retomamos nossa defini¢ao orlgmal
Se observarmos que ‘ (A=A4)" HMHM(C) < % e que e ** decai exponencialmente para t — oo e Re(\) > 0,

entdo concluimos que para todo conjunto Agp = {2 € C; z—c=re'®, r >0, -0 < ¢ <6} tal que o (A) C Ay,
temos que
1 _
et = e (A —A)"hd),
27T’L aAc,e
em que a integral é tomada de tal forma que o interior de A;p esteja sempre a esquerda do caminho. A integral

acima nos permite generalizar o conceito de exponencial de um operador. Vamos definir os operadores adequados
a0 nosso estudo. Usaremos a defini¢do Ag = Agg = {z € C; z=re, r >0, -0 < ¢ < 0}.

Definigao 1. Seja X um espaco de Banach complexo. Dizemos que um operador fechado e densamente definido
A:D(A) C X — X é sectorial se existe 6 tal que:
].) o (A) C Ag.

2) Existe C' > 0 tal que H(/\ - A)—1HB(X) < %I/\\’ para todo A ¢ Ag.

Neste caso, dizemos que A € Sect ().
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Note que os operadores em Sect (f) sdo sempre inversiveis. Logo, existe r > 0 tal que B, (0) C o (A), ja que o
espectro é sempre um conjunto fechado.

Consideremos H, (Az), € > 0, o espago de todas as fungdes f : A; — C analiticas tais que | f (A\)] < C (1 + [A|)"".
Logo se A € Sect (f) e f € H, (Aé) para 6 > 6, sempre podemos definir uma funcéo f (A) por

f) =5 [ T a7

em que
Yo,r = {Rew,oo >R > 7“} U {rew,e > > —9} U {Re_w,r <R< oo},

em que r > 0 é qualquer nimero real tal que B, (0) C o (A). Se a fungdo f ¢ analitica numa vizinhanga de zero,
podemos tomar a regiao de integracao como

Y9,0 = {Re", 00> R >0} U{Re ™ 0 <R < o0}.

Exemplo 2. Exemplos de funcoes importantes sdo:

1) Se Re(z) > 0, entdo f : Ag — C dado por f(A) = A% pertence a H. (Ag) para qualquer 6 € (0,7] e
€ < |Re(z)|. Assim, se A € Sect (6), sempre podemos definir A~%.

2)Se§ < Zet>0,entdo f: Ag — C dado por f(A) = e™* pertence a H. (Ag) para qualquer € > 0. Assim, se
A € Sect (0), < 7, sempre podemos definir e A,

Defini¢ao 3. Dizemos que um operador A : D (A) C X — X é gerador de um semigrupo analitico se existe ¢ € R
tal que c + A € Sect (0) para algum 6 < 7. Neste caso, definimos:

tA

e tA — etce—t(c-&-A).

O operador e~*4 & chamado de semigrupo analitico gerado por A. Convencionamos e’ = I.
Observamos que a definicdo acima independe de c € R e de 6, desde que ¢ + A € Sect (0), para algum 6 < 7.

Proposigao 4. (Propriedades de semigrupos analiticos) Seja A : D(A) € X — X o gerador de wm semigrupo
analitico. Logo

1) e e 34 = =494 parg todo t, s > 0.

2) limy_,g+ e 40 =2, Vo € X. (Isto equivale a dizer que t € [0,00) > e~

3) A fungio z € Az _g — e ** € B(X) ¢ analitica.

4) Para todo n € Ny, eziste uma constante C,, > 0, que depende de n € Ny, e § > 0, que nao depende de n € Ny,
tal que ||A"e*tA||B(X) < Cpt™me%. Se A € Sect(0), para 6 < 5, entao podemos escolher § de tal forma que seja
menor do que zero.

tAx € continuo para todo x € X.

Exemplo 5. O operador —A : H2 (R") C L? (R") — L? (R") é gerador de um semigrupo analitico. De fato, para
todo ¢ > 0, temos que ¢ — A € Sect (¢), para 6§ < 7. Isso pode ser provado usando transformada de Fourier.
Neste caso, para u € LP (R™) e ¢ > 0, temos

1 z—y|?
etBu = (4t)2/ et u(y) dy.
’7'(- n

1.2. Problema de Cauchy. Seja T € (0,00] e f € L}, . ((0,00); X). Vamos considerar o seguinte problema

u(t) + Au(t) = f(t)
w (0) — a (PAC)
Em geral temos o seguinte teorema de existéncia e unicidade.
Proposicao 6. Seja A:D(A) C X — X um gerador de semigrupo analitico. Logo para cada f € L}, ((0,00);X)
e g € X, existe uma tnica fung¢io u € C ([0,T); X) tal que
1) fotu(s) ds € D (A), para todo t > 0.

2) u(t) = ;U0+Afgu(s)ds+fgf(s)ds.
Além disso, u € dado pela forma de variagdo de constantes abaizo:

t
u(t) = e “ay + / e (t=9)Ay (s)ds = e + k* f (1),
0

em que * indica convolugao e k (t) = e*tAX[Om) (t).
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Observamos abaixo que se T' < 0o, entdo u é continua. Logo automaticamente esta em L ((0,7); X). Podemos
nos perguntar mais: Dado f € L? ((0,7T); X), quando é que podemos garantir que v’ e Au também estejam em

L7 ((0,7); X)?
Antes vamos lembrar algumas definigdes. Se A: D (A) C X — X é fechado e densamente definido, entdo D (A)
é um espago de Banach com a norma
[zllpay = Izl x + [ Az] x -
Assim, a norma de L? (J; D (4)), em que J C R é um intervalo aberto, é equivalente a norma u — |[ul 1,7, x) +
HAUHLP(J;X)'
Ja H} ((0,T);X) é definido como o espaco de todas as funcdes tais que u € L? ((0,7); X) e

u(t)zu(0)+/o u' (s)ds

para uma funcdo v’ € LP ((0,7T);X). Neste caso, dizemos que v’ é a derivada de u no sentido de distribuigdo. De
fato, a definicdo acima implica que

/ w(t) & () dt = —/ o (1) 6 (8) dt, V6 € C= ((0,T): X)
0 0

Uma norma para H) ((0,T);X) é dada por u — lull zo(s.x) + 14/l 2o x)- Nesse caso, H} ((0,T);X) é um
espaco de Banach.

Vmos usar frequentemente o seguinte espaco MR, ((0,7); X.Y) := H,} (0, 7); X)NL? ((0,7);Y),emqueY C X
e X e Y sdo espacos de Banach. O espaco MR, ((0,7);X.Y) é um espago de Banach com a norma:

lullvr, (0,1, x.v) = HU”H;,((O,T);X) +lull o 0,7y -
Podemos, enfim, definir regularidade maximal.

Defini¢ao 7. Dizemos que um operador fechado e densamente definido A : D(A) C X — X tem a propriedade
de regularidade maximal L? para T € (0,00] se para todo f € LP ((0,T);X) e zp = 0 existe uma tnica fungio
ue MR, ((0,T);X,D(A)) que resolve (para quase todo t > 0) a equacdo (PAC). Denotamos o conjunto desses
operadores por MR, ((0,T);X)

Proposigao 8. Seja A:D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido.

1) Se Ae MR, ((0,T);X), entdo existe uma constante C > 0 tal que para toda f € L? ((0,T);X), a solugdo u
satisfaz

HUHMRP((O,T);X,D(A)) <C Hf”Lp((o,T);X) :

2)SeAe MR, ((0,T);X), entao A é o gerador de um semigrupo analitico. E a solugdow € MR, ((0,T);X,D(A))
5 t o —(t—s)A
é dada por [je f(s)ds

3) Se Ae MR, ((0,T);X), T € (0,0¢], entdo A € MR, ((QT) ;X) para todo T € (0,00). Além disso, se
Ae MR, ((0,T);X), T € (0,00), entio A € MR, ((0,00);X) se, e somente se, A € Sect(d), 6 <

4) Se Ae MR, ((0,T);X) para p € (1,00), entdo A € MR, ((0,T);X) para todo q € (1,00).

jus
R

Demonstra¢ao. (Ideia da prova de 1, 2 e 3)

1) Mostre que a aplicacdo U : LP ((0,7);X) - MR, ((0,T);X,D (A)) que leva f € LP ((0,T); X) na solucdo u
do problema (PCA) é fechada. Logo pelo teorema do grafico fechado, I é continua.

2) No caso em que T = oo, entiio basta mostrar que (A — A)”" = Re (A ) [T e MU (faz) (s) ds, em que fy (1) =
X[o ] (t) eM, para Re ()\) > 0. Algumas consideragdes nos levardo a conclu1r que

1
"Re(N)

ja-a7| Re(A) > 0.

< 77
B(x) — 1+

3) Se T < T usamos argumento de extensdo e restri¢do de fungoes. Para T > T, quebramos [O, T) em intervalos
menores. 0

Vamos agora dar mais énfase a demonstracao de 4, em que o uso de resultados de andlise harmoénica se torna
crucial. Vamos nos restringir ao caso em que A € MR, ((0,00);X). O caso em que T < oo, segue desse apss
pequenas consideragoes.
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Vamos antes de mais nada considerar um operador A € Sect (#), # < . Sabemos que He’tAHB(X) < Ce %, em

que § > 0. Logo t € (0,00) + e~ t4 € B(X) ¢ integravel. Para f € LP ((0,00); X) e 29 = 0, a solugio do (PCA) é
dada por

w) = [ sy ds =k £ 1),

em que k (t) = e~ X000 (1).

Pela desigualdade de Young, é claro que u € L ((0,00) ; X). Assim, dizer que A € MR, ((0,00); X) é 0 mesmo
que dizer que Au € L? ((0,00); X), para todo f € LP ((0,00);X). De fato, isto nos diz que v € L? ((O, 00) ;D (4))
e, portanto, u’ = f — Au também pertencera a LP ((0, ) ; X). Desta forma, ue MR, ((0,T);X,D(A)).

Assim, temos A € MR, ((0,00); X) se, e somente se,

€ (0,00) A/te(ts)“‘f (s)ds € LP ((0,00); X).
0

Com um pouco mais de cuidado, podemos concluir o seguinte:

Proposigao 9. Seja A € Sect(0), 6 < 5. Logo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:
1) Ae MR, ((0,00); X).
2) O operador T : C° (R\ {0};D(A)) — C((0,00); X) abaizo tem uma tunica extensio em B(LP (R; X)):

t t
Tf(t)=A4 </ e (=941 (5) ds) = / Ae™=9)Af (s)ds = kax f (1),
em que ka (t) = Ae’tAX[om) (t). Na segunda igualdade, usamos que s — Ae~=)Af (s) é integrdvel, jdi que o
suporte de f nao contém a origem.

Assim, como A € MR, ((0,0) ; X), entdo T € B (LP ((0 00); X)). Nosso objetivo é mostrar que T € B (L7 ((0,00) ; X))
para todo g € (1,00). Isto implicard que A € MR, ((0,00); X) pela Proposi¢io anterior.
Para tanto vamos usar o seguinte Teorema.

Teorema 10. (Teorema de Benedek, Calderdén e Panzone) Sejam X e Y espacos de Banach complexos, 1 < p < 0o
eT:LP (R"; X)— LP (R™Y) um operador limitado. Suponha que

1) Eziste uma fungdo k € L}, (R"\{0},B(X,Y)) tal que para todo f € LP° (R™, X) com suporte compacto,
temos

Tf(x) = /n k(x —y) f (y)dy, para quase todofor almost every x ¢ supp (f) .

2) A fungao k satisfaz a condi¢ao de Hérmander
/| o TG =0 =k @l do < B ¥y € R\ (0).
x|>2|y

Nessas condigoes, para todo 1 < q < 0o, o operador T|LP(R,,L;X)QLQ(R";X) estende a um operador linear continuo
T:L1(R"X)— L1 (R™Y).

Demonstra¢do. A ideia da prova é a seguinte:

1) Primeiramente, olhamos para p = 1. O teorema néo diz que T tem uma extensdo continua para fungdes em
L! e em geral isso nao ¢ verdade. No entanto, podemos achar um espago maior, chamado L' fraco, L1'*° (R"; X),
tal que as condigoes do teorema impliquem que 7 tem uma extensio limitada como um operador de L' (R™; X) em
L1 (R™; X). Essa limita¢do é provada usando a decomposi¢io de Calderén-Zygmund.

2) Depois provamos que T' tem uma extensdo em B (L? (R™; X), L9 (R™;Y)) para todo 1 < ¢ < p. A ideia
é comegar com o fato de que T € B (L' (R"; X), L (R™;Y)) N B(L? (R™; X),LP (R";Y)). Para preencher o
intervalo entre 1 e p usamos o teorema de interpolacao de Marcinkiewicz.

3) Finalmente, usando argumento de dualidade, mostramos que T tem uma extensao em B (L9 (R™; X), L9 (R™; Y)),
para todo g > p.

Os itens 1 e 2 s@o provados essencialmente da mesma forma que o caso escalar. O item 3 é mostrado de aneira
semelhante, mas néo igual, ja que em geral L9 (R™; X*), X* o dual de X, pode ser identificado com apenas um
subconjuto fechado (mas nao igual) a (L9 (R™; X))*. Note que % + q% =1 O

Agora basta aplicar o teorema acima a funcao k : R\ {0} — B (X) dada por

AetA t >0
k(t){ 0,t<0
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A func¢do acima é continua fora de 0. Assim, basta mostrar que ela satisfaz a condi¢do de Hérmander.. De fato,
para qualquer s € R, temos

Ja W) kOl de < [ =) kOl = [

t>2]s|

Aelt=9)4 _ AetAH dt
B(X)

t—s t—s t—s
1
:/ A2 Adr dtg/ (/ 1427 |y d7> dtg/ / —dr|dt
T
t>2|s| t B(X) t>2]s| t t>2|s| |/t
11
By TP

t>2]s| l—s 3

Se s > 0, entdo

11 /11 - t

Se s = 0, entao a integral acima é igual a zero.
Se s < 0, entao

/ ! —l‘dt—/ ( L —1>dt—— (1n(t—5)—ln(t))3025—1n<tS>
t>2]s| t—s t 2s t—s t t

Concluimos que

/|t|>2 | |k (t—s)—k (t)”B(X) dt <Cln(2).
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