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PEDRO T. P. LOPES

Resumo. Segunda aula do minicurso, ministrado no verao de 2019 no Departamento de Matematica da UFSCar.
Nesta aula, falaremos de métodos e teoremas usados para mostrar regularidade maximal. Nos concentraremos em
apenas duas abordagens. A primeira usa multiplicadores de Fourier. A segunda busca achar inversa da soma de
operadores fechados.

1. SEGUNDA AULA.

1.1. Problema: Como provar que um operador tem propriedade de regularidade maximal? Vamos
comecar recordando as definigbes da aula passada. Dizemos que um operador A : D(A) C X — X fechado e
densamente definido pertence a MR, ((0,T);X) se para toda funcdo f € LP ((0,T"); X), existe uma tunica fungio
u € MR, (0,T; X.D (A)) que resolve v (t) + Au(t) = f (t), para todo t € (0,T) e u(0) = 0.

Como podemos saber entdo que A possui essa propriedade? Primeiramente A deve ser um gerador de semigrupo
analitico. Logo existe ¢ € R tal que ¢ + A é sectorial. Podemos provar também que

Lema 1. Seja A€ MR, ((0,T);X), p€ (1,00) e T € (0,00]. Logo A€ MR, ((0,T);X) se, e somente se, existe
c€eR tal quec+ A e MR, ((0,00);X).

O lema acima permite que nés reduzirmos o estudo aos operadores sectoriais. nossa pergunta é: Achar condigoes
para que um operador sectorial pertenca a MR, ((0,00); X).
Vamos apresentar suas abordagens.

1.2. O uso de multiplicadores de Fourier.

Definicao 2. Seja X um espago de Banach complexo. Definimos F e F~!: S (R"; X) — S (R"; X) por

Fu (&) = /n e‘ixfu(ﬂc)dx e Flu(z) = @/n e u (&) dg,

em que S (R™; X) = {u € C* (R"; X); ||z*05u (:C)HX < Cos}.

Observamos que F e F ! sdo bijecoes e inversas uma da outra. Essas funcdes também se estendem a operadores
lineares continuos em B (L' (R™; X), L> (R™; X)).

Exemplo 3. Seja f € C2° (R\{0};D(A)) eu(t) = A[' e ¢=94f(s)ds. Logo

u(z) = % /e”fA (i€ + A) i () de.

Demonstragio. Seja k(s) = X[o,00) (s) e~**. Logo ||k ($px) = Ce™*X[0,00) (5). Portanto é integravel.

Vemos que
/ Ae” (=4 (s ds—/ Ae (= S>A< / eiSTf(T)dT> ds
7T —00
o [ ([ re—semaimar)as= L [T ([T emre-sas) afar
TS oo \ oo
Mas . t
/ X[0,00) (t—s) (t=5)A g :/ eisTo—(t=5)A g g / QItT o= 8(A+iIT) g
oo - )
—e®7 lim > i [(AJF Z'T)il e—s(AJri‘r)} ds = et (A + Z‘T)il .
e—0t J ds
Logo

w(t) = - /OO A (A +ir) "t f(7) dr
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Observagio 4. Um multiplicador de Fourier é um operador da forma op (m)u (z) = F~ (mFu) (z), ou seja,
1 > 1T ~
op(m)uta) =5 [ eEm(©)a (o),

em que m é chamado de simbolo do multiplicador.
Corolario 5. Seja A:D(A) C X — X um operador sectorial de dngulo < 5. Logo equivalem.:

1) Ae MR, ((0,00);X).

2) op(m) : C* (R\{0};D(4)) — C(R\{0};X) se estende a um operador em B(L? (R; X)), em que m (§) =
AA+ie)
Demonstragio. Basta observar que ka  f = op (m) f, k (s) = X[0,00) (s) Ae™*4, para todo f € C° (R\ {0};D (4)).

O

Teorema 6. (de Simon) Seja H um espago de Hilbert. Logo A : D(A) C H — H é gerador de um semigrupo
analitico se, e somente se, A € MR, ((0,T);X) para algum p € (1,00) e T € (0, 0].

Demonstra¢io. (<) Ja vimos ontem que se um operador tem propriedade de regularidade maximal, entdo ele é
um gerador de semigrupo analitico.

( = ) Basta mostrar que se A é sectorial com angulo < 7, entdo A € MR, ((0,00); X). Usaremos os seguintes
fatos:

1) Se H é um espago de Hilbert, entdo L? (R, H) também é. Além disso,

Ui = [ 70900

2) Se H é um espago de Hilbert, vale o Teorema de Plancherel (mesma demostragao do caso escalar). Para todos
u,v € L? (R, H), temos
(Fu, ~7:U>L2(]R,H) = (2m)" <u>v>L2(R,H) :

Assim, como A (A+i&)™ " =1 —i¢ (A+i€)™", conclufmos que HA(A + iﬁ)_lHB(H) < C. Logo
llop (m)f”Lz(R,H) = H]:_1 (m}—f)HLZ(]R,H) =(2m) ® ||m~7:f||L2(R,H)

<C@m) 2| Ffllewm = Clf 2w -
Concluimos que op (m) € B (L? (R; H)). Assim, A € MR, ((0,00); H) e, portanto, A € MR, ((0,00); H), para

todo p € (1,00). O
Exemplo 7. Consideremos a equacao do calor:
%“;(t,x)—Au(t,x) = f(x),t>0,zeR”
u (0, z) = 0 '

Sabemos que —A : H?(R") c L?(R") — L?(R") é gerador de um semigrupo analitico (¢ auto-adjunto e
positivo). Logo —A € MR, ((0,T);X) para todo T € (0,00) e p € (1,00). Logo dado f € L (0,T;L*(R™)),
existe uma tnica solugdo da equagao pertencente a H} ((0,T); L? (R™)) NLP((0,T); H* (R™)).

1.2.1. Caso em que X nao € espaco de Hilbert, mas € um espaco UMD.. No caso em que X nao é um espaco de
Hilbert, L? (R; X) é um espago de Banach, mas nao podemos dizer que ele é de Hilbert, j4 que o produto interno
definido anteriormente ndo faz sentido. Pior ainda: O teorema de Plancherel ndo valido. Logo o argumento anterior
nao vale.

No entanto, desde o comeco deste milénio, se conhece uma caracterizacao dos operadores que tém a propriedade
de regularidade maximal L? em espacos de Banach UMD. Ela é devida a Lutz Weis.

Vamos antes definir esses espagos.

Definic¢ao 8. Dizemos que X é um espago UM D se o multiplicador de Fourier op (h), com simbolo h (§) = —isign (§)
se estende a um operador em B (LP? (R; X)) para algum (e portanto para todos) p € (1,00).

Exemplo 9. Exemplos de espagos UMD sao muitos. Para p,q € (1,00) e s € R, os seguintes espacos sao UMD:
LP (), H3 (Q), B, () e F5, (Q). Os espagos UMD sao sempre reflexivos. Logo L' (), L> (€2) e C* (Q) néo sao

reflexivos.
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Defini¢ao 10. Dizemos que uma colegio de operadores 7 C B (X) é R-limitada se existe C' > 0 tal que
1| N 1| N
/ Z?"j (t)Tjiﬂj dt < C ZT’]‘ (t)ZL'J dt,
0 X g=1 X
para todo 1, ..oy € X , T1,...,Ty € B(X) e N € Ng. Acima r; (t) = sign (sin (277t)) sdo as chamadas funcoes
de Rademacher.

Teorema 11. Seja X um espago de Banach UMD, A:D(A) C X — X um operador sectorial com dngulo < 7.
Logo A € MR, ((0,00);X) se, e somente se, {A (i — A); £ € R} C B(X) é R-limitado.

Para a prova desse teorema usamos o seguinte teorema;

Teorema 12. (L. Weis); Seja m € C' (R\{0};B (X)) tal que {fk Cﬁ;’,? (&); £ e R\ {0}, k=0, 1} é R-limitado.
Logo op (m) € B(L? (R; X)) para todo p € (1,00).
Exemplo 13. O multiplicador com simbolo m (¢) = A (i€ + A)~' é um simbolo na classe do Teorema anterior.

1.3. Inversa da soma de operadores fechados. Outra técnica para provar regularidade maximal consiste na
seguinte observagao: Se t > 0, entao
1 Lot ¢
/ ———ds, c€ (0,1).
c

1+t 2 sin (7s)
A expressdo acima ¢é obtida via transformada de Mellin. Lembramos que a transformada de Mellin é definida
como

— 00

o0 ctoo
M (f) () = / F () dt e MTU(S) (@) = o / v f (2) d.

278 Jo— oo

PR S
sin(wz)’

1 1 1 c+o00 b\ * 1 c+o00 —zbz—l
:b—l :b—li.\/ W'(a) dZ:f/ aidz
a+b 1+ (%) 271 J, sin (72) 2i /. sin (72)

Podemos mostrar que M (%ﬂ) (z) = de onde segue nossa expressao. Note que se a e b sao maiores do

que 0, entao

— 00

1 1 /C+°° a * b1
= = %d?«ﬁ
a+b 2, sin (7z)

—oo
Vamos agora ver como isso pode nos ajudar.
Seja p € (1,00), A : D(A) C X — X um operador sectorial com angulo < 5. Vamos definir os seguintes
operadores: (abaixo, OH; sdo as fungoes em H; que se anulam em 0).

— 00

Logo

B:oH, ((0,00);X) C LP (0,00; X) = L” (0,00; X), B (u) = %,
A L7 ((0.50):D(4)) € L7 (0,50 X) = 17 (0,001 X), A(w) () = Aut).

Assim, A+B:D(A)ND (B) C LP (0,00; X) — LP (0,00; X) é dado por (A+ B) (u) =v'+Aue D (A)ND(B) =
H} ((0,00); X) N LP ((0,00) ; D (A)). Assim, concluimos que
Proposigao 14. Seja A:D(A) C X — X wm operador sectorial com dngulo < . Logo equivalem:

1) Ae MR, (0,00; X).

2) A+ B:D(A+B)C LP((0,00);X) — LP ((0,00); X) € invertivel.

Definig¢ao 15. Seja A: D (A) C X — X um operador sectorial. Definimos
D (A") = {x €X;3 lim Azm}.
z—it, Re(2)<0

O operador A% : D (A") C X — X & definido como A™ :=lim,_,;; re(»)<0 A*z. Dizemos que A tem poténcias
imaginéarias complexas limitadas se para todo t € R, temos D (A“) =X e A" € B(X). Neste caso, existe C > 0 e
6 > 0 tal que

4] < cem.

Neste caso, dizemos que A € BZP (6).

Teorema 16. Seja X wum espago de Banach UMD e A € Sect(0) N BIP (0) para algum 0 < 5. Logo A €
MR, ((0,00) 5 X).
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Demonstragdo. A ideia da prova é:
1) Mostramos que B, Bu = 9%, pertence a BZP (¢), para todo ¢ > 5

dt
2) Mostramos que A, (Au) (t) = Au (t), pertence a BIP (6).

3) Mostramos que, para ¢ € (0, 1), temos
1 et gmEBEt
2i J._oo sin(mz)
]

s

Exemplo 17. O laplaciano —A : H} (R") C L? (R") — LP (R") é tal que 1 — A € Sect (f) para todo 6 < 7.

. it
Podemos assim, mostrar que (1 — A)” =F! (1 + |§\2) F & limitado por Miklin. De fato,

o¢ (1+ fIQ)”' <Ca (14 Ifl"’)_mI

o
Assim, para cada f € LP (0,T;L?(R")), T € (0,00), p,q € (1,00), existe uma tnica fungio u € H; (0, T; L7 (R™))N

LP (0,7, HZ (R™)) tal que
Qu(t x)— Au(t,r) = f(t,x),t>0, xR
u (0, ) 0 ’
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