REGULARIDADE L» PARA EQUACOES PARABOLICAS ABSTRATAS - MINICURSO
VERAO UFSCAR

PEDRO T. P. LOPES

Resumo. Terceira aula do minicurso, ministrado no verdo de 2019 no Departamento de Matematica da UFSCar.
Nesta aula, iniciaremos considerando o problema de Cauchy com valor inicial nao nulo. A seguir apresentaremos duas
aplicacbes da regularidade maximal. Apresentaremos um teorema de existéncia e unicidade de equagoes quasilineares,
usando o teorema do ponto fixo de Banach. Depois mostraremos um teorema de regularidade, usando o teorema da
funcdo implicita.

1. TERCEIRA AULA.

1.1. Problemas de Cauchy com valores iniciais nao nulos. Vamos considerar agora o seguinte problema

@)+ Au(t) = f(t),te€(0,T)
u (0) = U

Se feLP(0,T;X)e Ae MR, (0,T; X), quais sdo os valores de u( para que a solucdo pertenca a H; (0, T; X)N
L?(0,T;D (A))?

Note que como H} (0,7;X) < C([0,T];X), a condigao inicial « (0) estd bem definida. Para entender esse
problema, vamos definir o espaco traco.

Definig¢ao 1. O espago traco Ty (X, D (A)) é o espaco dos elementos z € X para os quais existe u € H; 0, T;X)N
LP (0,T;D (A)) tal que u(0) = z. O espaco T'r, (X, D (A)) é um espaco de Banach com a seguinte norma:
%]l 7, (x,D(a)) = {HUHH;(O,T;X) + llull oo rpay 5 u € Hy (0,T; X) N L7 (0,T5D (A)) ew(0) = w} :

Proposigao 2. Seja X um espaco de Banach e A: D (A) C X — X o gerador de um semigrupo analitico. Logo
1) Tr, (X,D(A)) é um espago de Banach tal que D (A) — Tr, (X,D(A)) — X e as inclusdes sdo continuas.
2) H) (0,T; X)NL? (0,T;D (A)) — C([0,T];Try (X,D(A))) continuamente. Além disso, existe uma constante
C' > 0 tal que, para todo T € R, temos

lulleqgo,rr, (x,D(aY) < € (H“”H;,(o,T;X) + H“”LP(O,T;D(A))) :

sempre que u € H} (0,T; X) N L? (0,T;D (A)) seja tal que u (0) = 0.
3) Trp (X, D(A)) = (X,D(A));_1, € o espago de interpolagio real.

Exemplo 3. Para o Laplaciano, temos X = L9 (R") e D (A) = H2 (R"). Logo T'rp (X, D (A)) = (L (R™), H? (R"))l_

_1
B;gl v) (R™) é o espaco de Besov.
Se p = ¢ =2, temos Bi, (R") = H! (R").

Em geral, se 6 € (0,1) e p = ¢ = 2, temos

3 i \7?
N M%) n /de .
Jullg, ey = ([ 1u(o) e

Proposigao 4. Seja A:D(A) C X — X um operador fechado e densamente definido. Logo equivalem:
1) Ae MR, (X)
2) Seja o : H) (0,T; X) N LP (0,T;D (A)) = Try (X, D (A)) a aplicagio o (u) = u (0). Neste caso, o operador

L7 (0,T; X)

<8t+A
Yo

T
) 3 (0.T: X) N LP (0,T5D (4)) =
Tr, (X,D(A))

€ um isomorfismo.

1
P
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Exemplo 5. Consideremos a equacao do calor:

%(t,x)fAu(t,x) = f(x),t>0,zeR"”
u (0, z) = 0 '

_1
Logo para todo f € LP (0,T; LY (R™)) e ug € B;gl P/ existe uma tunica solu¢do da equacgdo acima pertencente
a H) (0,T; L% (R")) N LP (0, T; H? (R™)).

1.2. Aplicagoes: Teorema de existéncia e unicidade de equagoes quasilineares. Consideremos X e Y
espacos de Banach tais que Y — X, e A: (X,Y); 1 , B (X,Y) uma fungao continua. Consideremos a equagao
=

v+ A@)u) = 0,t€(0,7T)
u (0) = U '
Exemplo 6. Um exemplo é a equagao
ou - O;ud;u
- — 6ij — ——2— ] 0;0;u=0 u(0) = uo.
ot ]2::1 ( T |Vu|2> =0 u(0) =t
Aqui, A(w) = Y0, (6 — 222 ) .0, Y = H2(R"), X = IP (R") e (X,Y = B me). s
qui, A(u) = Zi,j:l i T Ix v ) Y% = 1, (R™), = (R") e (X, )1—%,1) = Dpp (R"). Se
1
p > n+ 2, entdo B;,gl ) (R™) — C} (R™) e a equagio estd bem definida. (Aqui é importante usarmos p # 2).
Vamos assumir que A é localmente Lipschitz, isto é, para todo R > 0, existe uma constante C'g > 0 tal que
14 () = A @) lsgr) < Crllu = ol , -
Nestas condicoes temos o seguinte teorema:
Teorema 7. (Clement-Li) Se zy € (X, Y)lfi,p eAug): Y CX - X eMR,(0,T;X), T € (0,00], entio existe
T > 0 e uma inica fungio u € H; (0, T;X)NLP(0,T;D(A)) que resolve

)+ A@)u() = 0,te(0,T)
u (0) = Ug '
Demonstragiao. Podemos escrever
W@H%;Lo)ﬂ(t) = (Auo) =A(u(®))u(t), t < (0,T)
u = Uuop

Seja

-1
L= ( Oy +;4(“0) ) DLP(0,T5X) x (X,Y)y_1, = LP (0, T;Y) N Hy (0,T; X) .
0 P’

Logo u é solucao se, e somente se,
u(t)=1L ( (A (uo) _fu(t))u(t) ) =d(u(t).
0
Assim, o problema consiste em achar um ponto fixo da aplicacao
®:LP(0,T;Y)NH, (0,T;X) — LP (0, T;Y) N H) (0,T; X).
Note que definindo G : L? (0, T;Y) N H}, (0,T; X) — L? (0, T; X) por G (u) = (A (ug) — Au (t)) u (t), vemos que
@@):L( () )
Uo

Para tanto, vamos usar o Teorema do ponto fixo de Banach. Seja u* = L 1? ) Logo u* (t) = e Auo)ty,,
0

Vamos denotar por MR, = L? (0,T;Y) N H} (0,T; X) e por H'”MR,, a norma desse espago. Definiremos

B,z (0) = {v € MRy; v(0) = ug, [lv —u"|l < 7"} :

Vamos mostrar que para r e T suficientemente pequeno ® : B,.1 (0) — B, (0) é uma contracdo e estd bem
definido (ou seja, @ (B, (0)) C B, (0)).
Seja M > 0 tal que

<M
HUHC([o,T];(X,YL_;,p) = Mledlr,
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para todo u € L (0, T;Y) NoH, (0,T;X) e T > 0.
Primeiro, observamos que para u € B, 7, temos

u(t) —x <|lu—u* + lu* — =z
e 2 0”0([0,T]<X,Y>1,%,,,) | ”c([o,T],(Xm,%,p) | O”c([o,T]xx,Y)l,%,p)
SM flu—u|pp, +lu” - IOHC<[O T],(X,Y),_1 ) = et

T) = |u* — .
em que ¢ (T) = |u xo||C<[O’T]V(X’Y)1_%‘p>

Logo |lu(t) — u0||(va)17l . < R para algum R = M + ¢ (1), sempre que v € B, parar =1e T = 1. Seja

Cr, > 0 uma constante tal que para ||z — u0||(X7y)17l , <Rely- u0||(X7y)17l . <R
p’ p’

[A(z) — A (y)HB(X,Y) <Crlz— yH(X,Y)l_lm :

Para demonstrar o teorema, precisamos mostrar que sempre podemos achar 0 < r < 1e 0 < 7T < 1 tal que @
leva funcées de B, r em B, 7, isto é, ® : B, — B, r e tal que ® : B+ — B, r é uma contracdo. Para tanto,
vamos estimar [|® (v) —u*| 5 e [[® (v1) = @ (v2)ll g, -

1) Vamos estimar

[®(v) — U*HMRP <|LllG (U)HLP(O,T;X) < |IL| tg[loa’}] [Av(t) — A (UO)HB(Y,X) HU”LP(O,T;Y)

<||L||C — .
SNENCol =0l s, ) Il

Mas

> <o () —u* (t)||c< >+||U* (t)—uollc( ) < Mr+Mr =2Mr,

o= uo”c([o,mx,m,l

1, 0,TH(X,Y), 1 0,ThH(X,Y), 1
P p’ P

P P

Note que [Ju* (t) — u0||C( ) < Mr quando T é pequeno.

c([mT];(X,Y)l .

7;7?

[O,T];(X7Y)17%’p)
Note também que
[llarm, < llv=u"lag, + 1w lrg, <7+r=2r

Usamos que [[u*[|,,p = He‘“‘(““)uOHMR < r, quando T é pequeno.
P
Juntando tudo
1@ (v) = w" s, <AILIMCLr® <7,

1
se escolhermos r < T[LMCL
2) Agora vamos estimar [|[® (v1) — @ (v2)| s, , Para v1 e v2 € Byr. Vemos que

1@ (v1) = @ (v2)ll s, < ILING (01) = G (V2)]l oo, 1:x)

<L (tg%a’% 1A (v1 (1)) = A (wo)ll gy, x) o1 = vall oo, vy + R [ A (v1 (8)) = A (v2 ()l 5y, x) U2||LP(O,T;Y)>

<Cr|L -
<Cr|L| (trg[l&’}]'vl uo”c([o,T];(x,Y)l,l

o1 = v2ll Lo, vy + lv1 = v2] o2ll pocorey
54’) 0.75) C([O,T];(X,Y)17%YP> (0.1:Y)

<CrL(1+M)|L| (tmax lvr — wol|

X C([O,T];(X,Y)Fl,z,) + |U2||LP(O,T;Y)> flvr — UQHMRp

<01+ M) 2] (nvl oo, y,) 1 e(omoer, ) 1= laam, + 1 ||MRP> o1 = vall s,

1
p’p

<Cp(1+M)|L| (M [[vr — U*HMR,, +M ||U*HMRP + [lvz — U*HMR,, + ||U*||MRP) o1 — U2HMR,,

< Cp (1+ M) || L[ (2M7 4 27) o1 = valprp, < Cr2(1+ M)? L] 7 [vr — va|p, -
Escolhemos T' pequeno de tal forma que ||u*||,, R, <T-

Basta agora escolher r < e obtemos uma contragao. |

1
Cr2(1+M)?| L]



REGULARIDADE L? PARA EQUACOES PARABOLICAS ABSTRATAS - MINICURSO VERAO UFSCAR 4

1.3. Teorema de Regularidade no tempo (Teorema de Angenent). Vamos estudar o seguinte problema:

u' (1) + F (u(t) =0,
em que F :' Y — X é de classe C™. A funcdo F pode ser algo do tipo F (u(t)) = A(u(t))u(t), em que
Ae o ((X,Y)k;y ,B(Y,X)).

Teorema 8. Sejap € (1,00), 0 <T < T’ e k> 1. Suponha que u seja uma solugiao do problema.
1) A aplicagio G : H) (0,T; X) N L? (0,T;Y) — L? (0,T; X) dada por G (u) (t) = F (u(t)) é de classe C.
2) Suponha que para toda g € L? (0,T;X) e x € (X, Y)lfi,’ existe um 1inico v € H; (0, T; X)NLP (0, T;Y) tal
ue
! (&) + F (u(®)v(®) = 0,te(0,T)
v (0) = x ’
Logo u € C* ((0,T); X).

Exemplo 9. Seja A € C™ ((X,Y)k% ,B (Y, X)), A(u(t))u(t) e F(u) = A(u)u. Neste caso, podemos mostrar
que F satisfaz 1). Se A(u(t)) € MR, (0,T;X) para cada t € (0,T), entdo F satisfaz 2. (Note que , entdo
dF (u) (v) = A(u) v + (dA (u) (v)) (u).)
Demonstragio. Definimos uy (t) = u (At). Logo u) (t) = Auy (t). Logo
ul (t) + AF (uy (t)) = 0.
Consideremos G : (1 —€,14¢€) x H} (0,T; X) N L? (0,T;Y) — L* (0,T; X) x (X7Y)17%’p dada por

G\ w) = (w' () + AF (w(t)),w(0) —ug) .
Logo G (1,uy) =0e
daG (L, uy) (v) = (V' (1) + dF (u (1)) (v) ,v(0)).
Pela regularidade maximal, temos

daG (1,un) - Hy (0,T; X)NLP(0,T;Y) = LP (0, T; X) x (X,Y);_1 ,

é um isomorfismo. Logo existe g (A) tal que G (A, g(A)) = 0, em que g é de classe C*®. Como g (\) = u(At),
concluimos que

Ae(l—é,1+€)—u(X)eH)(0,T;X)NLP(0,T;Y)
éde classe C>. Comou € H) (0,T; X)NL? (0,T;Y) < u(t) € X élinear e continua, concluimos que (1 — €’,1 +¢') =
u (At) € C™ para todo t € (O7 11e |- Logo t = u(t) & . O
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