PROVA 1 - MATEMATICA 4 (CCMO0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA42019

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formuldrio). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracao.
Boa Prova!

ExERrcicio 1

Em cada um dos itens abaixo, considere a funcao f : R™ — R e o vetor v € R" e calcule g—{) ().

(1,25 ponto) a) f (z) = (Tz,z)*, em que T : R® — R™ ¢ uma transformacao linear auto-adjunta (ou seja, (T'y, z) =
(y,Tz) para todo y, z € R™. Isto equivale a dizer que a matriz que representa T' na base canénica de R™ satisfaz ¢;; = t;;
para todo i,j € {1,...,n}).

2
(1,25 ponto) b) f (z) = fOH'TH e dt , em que ||z|| denota a norma euclidiana de z.

EXERcicIo 2

Considere as funcoes f : R® — R? e g : R? — R? dadas por f(z,y,2) = (22 +y+z,cos(y) +2°) e g(z,y) =
(zcos (1), sen(y))

(1,25 ponto) a) Calcule as matrizes Jacobianas Jf e Jg no ponto (x,y, z) e (z,y), respectivamente.

(1,25 ponto) b) Calcule a matriz Jacobiana da composi¢io go f : R — R?, denotada por J (g o f), no ponto (1,0, 1).

ExXERcicio 3

Considere a funcio f : R® — R dada por f (2,7, z) = e®+¥) fsen (y + z). Observando que f(0,0,0) =1e % (0,0,0) #
0, concluimos, pelo teorema da fungado implicita, que existe uma fungdo g : @ — R de classe C*° definida num aberto
Q C R? que contém 0 tal que e*+%) +sen (y+ g (z,9)) =1 e g(0) =0, V¥ (z,y) € Q, ou seja, z = g (x,y).

(1,25 ponto) a) Calcule % (x,y) e g—z (x,y) como funcdo de z, y e z.
(1,25 ponto) b) Calcule Ba%gy (z,y) como fungao de z, y e z.
EXERcicio 4

(1,25 ponto) a) Considere a funcio f : R> — R dada por f (z,y) = 2* + y* — 4zy e o ponto p = (1,1). O ponto p é um
ponto critico de f? Se for, determine se ele é um ponto de maximo local, minimo local ou nenhum dos dois.

(1,25 ponto) b) Considere a superficie S em R? definida pela equacio 22 —10xy = 1. Ache os pontos de S cuja distancia
a origem de R? seja a menor possivel. Calcule essa distancia.
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FORMULARIO.

Definicao 1. Seja f : Q@ C R® — R™ uma funcdo definida num aberto Q. Dizemos que f é diferencidvel se para todo z € R",
existe uma transformagao linear f’ (x) : R™ — R™ e uma fungao r, : {v € R*; z +v € Q} — R™ tal que

fla+v)=f(@)+f (@) @)+ (v),
re(v) _

em que lim,_0 = IlvH =

Definicao 2. Seja f: Q C R" — R™ uma fungdo definida num aberto 2 e v € R"™. Definimos % (z) = limg—o w Se f
for diferencidvel, entdo 3 (z) = f' (z) (v). Se m = 1, entdo f' (z) (v) = (V[ (z),v).

Definicao 3. Seja f: Q C R™ — R um funcio definida no aberto Q de classe C'. Seja a € R um ponto que pertence a imagem
de f e é tal que se f(x) = a, entdo Vf (z) = (ﬁ (),..., 2L (x)) #0. Logo S = f'(a) := {x €Q; f(x) =a} é chamado

oxq ) Oxp
de superficie de nivel. O espago tangente a um ponto x € Q é definido como o conjunto dos vetores da forma o’ (0), em que
o :]—6,8] — R™ é uma funcdo de classe C" tal que o (0) = z e a imagem de « estd contida em S. Em particular, & f o a () = 0.

Assim, (Vf (z),a’ (0)) = 0.
Definicao 4. Sejam f: U CR™ - R" eg:V C R" — RP fungodes diferencidveis tais que f(U) C V. Logo go f : U — R? é
diferencidvel e
(9o f) (z) =g (f (2)) f (x).
Em particular,
9(gof); 8gz 8 Afk
8910J Z 8yk 6:rj ().
A matriz Jacobiana Jf (z) é a matriz que representa a transformagao linear f’(x). Ela é uma matriz n x m dada por

(8% (@), - Em particular, J (g o f) é composicio de J (g) (f (z)) e J (/) (@)

Definicao 5. Seja f: Q2 C R™ — R, em que 2 é um aberto.
1) Dizemos que a € Q é um minimo local de f se existe um aberto U C Q que contém a tal que f (z) > f (a), para todo = € U.
2) Dizemos que a € © é um méximo local de f se existe um aberto U C £ que contém a tal que f (z) < f (a), para todo z € U.
Seja g : © — R uma fungio C' e ¢ € R um ponto da imagem de g tal que S = g~ * (c) é uma superficie de nivel.
3) Dizemos que a € 2 é um minimo local de f em S se existe um aberto U C Q que contém a tal que f (z) > f (a), para todo
zelUnSs.
4) Dizemos que a € 2 é um méximo local de f em S se existe um aberto U C Q que contém a tal que f (z) < f (a), para todo
zelUns.

Proposicao 1. Seja f : Q C R™ — R, em que  é um aberto, uma funcdo de classe C*. Se a € Q é wm ponto de mdzimo ou
minimo local de f, entdo Vf (a) =0, ou seja, a € wum ponto critico de f.
Por outro lado, se a € Q € tal que Vf(a) = 0, entdo consideramos a matriz Hessiana Mynxn (R) definida como Hf (a);; =

82
Bziafz]- (CL)
1) Se Hf (a) tem todos autovalores > 0, a é ponto de minimo local.

2) Se Hf (a) tem todos autovalores < 0, a € ponto de mdzimo local.
3) Se Hf (a) tem autovalores < 0 e > 0, entdo a ndo € ponto de mdzimo nem de minimo.

Proposicao 2. Seja f: Q C R = R, em que Q é um aberto, uma fungdo de classe C'. Consideremos também g : Q@ — R uma
funcio C* e ¢ € R um ponto da imagem de g tal que S = g~ (c) é uma superficie de nivel. Se a € Q é um ponto de mdzimo ou
minimo de f em S, entdo

1. g(a)=c

2. Ezxiste A € R tal que V[ (a) = AVg (a).



