PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA42019

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formuldrio). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracao.
Boa Prova!

ExERrcicio 1

(1 Ponto) a) Seja v : [0,27] — R? o fio dado pela curva v (t) = (cos (), sen(t),t) com densidade § (z,y, 2) = 22 +y*+22.
Qual é a massa desse fio?

(1 Ponto) b) Calcule [, zydz+ (x* + z) dy+(y* — x) dz, em que C' ¢ a curva obtida pela intersecgio do cone 2% +y? = 22
com o cilindro x = y? de (0,0,0) até (1,1,/2).

(1 Ponto) ¢) Calcule [, (2zy® — y? cos (z)) dz + (1 — 2ysen (z) + 32%y?) dy, em que C é o arco da pardbola (y = ax?
para algum a € R) de (0,0) até (3,1).

)

EXERcicIO 2

(1,5 Ponto) a) Seja f : R3\ {(0,4,0);y € R} — R a funcdo dada por f (z,y,2) = (952_74-22’ Y, %ﬁz) Esta funcao tem
rotacional nulo? Ela é conservativa em R3\ {(0,y,0);y € R}?

(1 Ponto) b) Quanto vale [ f.da quando « percorre o circulo (z — 2)? + 22 = 1, y = 0, no sentido anti-hordrio no
plano zz? Justifique.

ExERrcicio 3

(1,5 ponto) a) Seja C uma curva de Jordan de classe C! em R? e R o seu interior. Mostre que, se f,g: R — R forem

funcdes de classe C?, entdo
dg dg
—fode+ f=dy | = (fAg+ V[ Vg)drdy,
c dy O R

a2 a2 P~ C
em que Ag = 24 + 24 vy = (3,8) e vy = (%2.5).

Use o resultado acima para mostrar que, se v : R — R é uma funcdo de classe C? e é tal que:
i) Au (z,y) = 0, para todo (z,y) em R,

ii) w(x,y) = 0, para todo (z,y) € C = IR,

entdo u (r,y) = 0, para todo (z,y) € R.

(1 ponto) b) Seja C' uma curva de Jordan de classe C' em R? e R o seu interior. Mostre que

Area(R) :§I§ xdy = —% ydz.
c c

Use uma das integrais de linha acima para calcular a area de R = {(x, y) € R?; (£)2 + (%)2 < 1}.

a

ExERrcicio 4

(2 pontos) Ache a integral [ fD ((‘Zf_?i); dxdy, em que D é o paralelogramo delimitado pelas retas x +y = 3, z +y = 4,
y—xrx=1ley—x=3.
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FORMULARIO.

Definigao 1. Seja f = (f1,..., fn) : QCR™ - R" e « : [a,b] — R™ de classe C'. Definimos a integral de linha por

/f.da = /fld:m + ..+ fodz, = /abf(a (1)) .« (t)dt.

Seja g : @ C R™ — R. Definimos a integral pelo comprimento da curva por
b
/gds = / g(a(t) Ha' (t)H dt.

Exemplo 2. A integral de linha pode ser usada para calculo de trabalho. Integral pelo comprimento da curva pode ser usado

para o cdlculo de comprimento, massa, centro de massa e etc. Se p: 2 C R"™ — R descreve a densidade, entdo a massa de um objeto

descrito pela curva a : [a,b] — Q é dada por [ pds. O centro de massa é o vetor (y1,...,yn) dado por y; = ffpzfij3~

Definigao 3. Dizemos que uma funcio f = (f1, ..., fn) : @ C R” — R" é um campo conservativo se existe ¢ : @ — R de classe C"*
tal que f = V.

Proposigao 1. Se f : Q — R"™ € uma fun¢do conservativa de classe C*, entdo seu rotacional é zero. (Dizemos que f tem rotacional

Of: ofi . . . . ~ . .
zero se 69]:1_ = —Bi?). Se Q é convezo, e f € de classe C* e tem rotacional igual a zero, entdo f € conservativa.
J i

Definigao 4. Seja « : [a,b] — Q uma curva de Jordan (fechada e simples) de classe C* por partes e cujo interior, denotado por
R, pertence ao aberto  C R™. Sejam P, Q : Q — R duas funcdes de classe C*. Logo

§1§ Pdx + Qdy = // (g—Q - g—P) dzxdy,
I'm(a) R T Y

em que ¢ indica que a integral de linha ¢ feita no sentido anti-horario.

Observagdo 5. Para simplificar a notacéo, diremos que uma funcio f : R — R é de classe C*, se existir um aberto Q que contém
R tal que f pode ser estendida a uma funcéo de classe C* em .

Definicao 6. Seja Q CR™ ¢ ¢ : Q — Q um difeomorfismo. Seja f : Q — R uma funcao integravel. Logo

/ fdx = / f o p|detdy| dz,
Q e~ Q)

em que det (dp) = det (a%: )

oz



