PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

EXERcIcIO 1

(2 Pontos) Calcule a drea da superficie dada por 22 = 2% + 32, em que 0 < z < ?’_Ty

ExERrcicio 2
Seja 51 o hemisfério 2 + 42 + 22 = 1, z > 0, e n; a normal unitaria que aponta para fora da esfera. Seja Sy a regido
{(z,y,0)€R3,x +y2<1}en2 (OO 1).

(1 Ponto) a) Seja f : R® — R? a funcdo dada por f (z,y,z) = (2z +sen (y?) , —dy + cos (22 + 2°) , 22 + €!57). Calcule
o fluxo de f em S = S; U S5 na direcao n, em que n é igual a ny sobre S e é igual a ny sobre Ss.

(1 Ponto) b) Seja f : R? — R? a funcio dada por f (r,y,z) = (2x, —4y,2z + 1). Calcule o fluxo de f em S; na direcio
n1 e o fluxo de f em Sy na direcao no.

EXERcICIO 3

Seja Q2 C R? uma regido conexa e limitada com bordo 9 de classe C'. Considere o seguinte problema: Ache uma
funcdo u : Q — R de classe C? tal que
{ Au(z)=f(z),z€Q

Se(r)=g(z), x €0’

em que % = (Vu,n) é a derivada direcional na dire¢do de n, sendo n a normal que aponta para forade Qe f: Q - Re
g : 09 — R funcoes continuas.

(1 ponto) a) Mostre que se existe uma solu¢io u do problema acima, entdo f e g devem satisfazer [ fo f(z)dx =

I Joo 9 () dS

(1 ponto) b) Mostre que se v é uma outra solu¢do do problema, entdo existe uma constante C' > 0 tal que u =v 4 C.

Dica: Use o Teorema da divergencia e prove que se w : Q — R ¢ uma funcio de classe C2, entdo

0 [ ] Jo (@) e = [ g 52

ii) ff{mwgn )dS = fffg ||Vw || dzx, se Aw = 0.

EXERciIcCIO 4

(2 pontos) Seja S C R? a superficie com bordo definida como 22 + 32 + 22 = 4, 0 < 2z < /2 e n a normal que aponta
para fora da esfera de raio 2. Calcule ffs V x fndS, em que f (z,y,2) = (zy cos ( ) zsen ( ) yz)

EXERcICIO 5

(1 ponto) a) Considere a 1-forma diferencial w (x,y,2) = f1 (z,y,2)dx + f2 (z,y,2)dy + f3 (2,y,2) dz em R3. Existe
uma fungio g : R® = R?, g = (g1, 92, g3) tal que dw (z,y, 2) = g1 (2,9, 2) dy A dz + ga (,y, 2) dz A dzx + g3 (2,y, z) dx A dy.
Quem é essa funcao? Justifique calculando dw.

(1 ponto) b) Considere a 2-forma diferencial w (z,y, 2) = f1 (z,y, 2) dy Adz + fo (z,y,2) dz ANdz + f3 (x,y, z) de Ady em
R3. Existe uma funcio g tal que dw (x,vy,2) = g (v,y,2) dz A dy A dz. Quem é essa funcio? Justifique calculando dw.



PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223) 2

FOrRMULARIO.

Definicao 1. Seja ¢ : Q C R? — R® uma parametrizacio e S = (f2). Nestas condicdes:
1) A area da superficie S é definida como

dudv.

>< ‘

2) A integral de superficie de uma funcio f: U C R® — ]R sobre S em que S C U, é definida como

[ 5= e

3) O fluxo de uma funcdo f : U C R® — R’ na dire¢do n, em que S C U, ¢ definido como [ [, (f,n)dS. Portanto, ¢ calculado

pela expressao
//<fogouv —Xg—(p>d dv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q C Rié um aberto limitado e conexo e se O for suficientemente reqular
(de classe C', ou cubos, poliedros, semicirculos e etc) e se u: Q) — R3 € de classe C', entdo

///Qv.udx://{mw,n)cls,

em que n € a normal unitdria que aponta para fora de 2.

dudv.

‘7X7

Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R® ¢ uma superficie de dimensio 2 com bordo suficientemente regular (por
exzemplos, curvas de classe C'), e se u: Q@ — R3 € uma fungio de classe C*, em que S C Q C R® ¢ Q ¢ um aberto, entio

//VXu.ndS:/ u.da,
s as

em que fas u.da € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integragio de linha
obedece a regra da mdo direita.

Definigao 2. Uma p-forma w em R" é uma aplicacdo w : R” x ... x R” — R, com p-cépias de R", linear em cada uma das
coordenadas e alternada. Por exemplo, temos
dzi(viy ...y Un) = s,
dz; ANdzj ((v1, .oy Vn), (W1, ..o, W) = Viw; — VW;.
Logo dx; ANdxj = —dxj ANdx; e do; Adz; = 0.
Uma p-forma diferencial em R™ é uma fun¢io w definida num aberto Q@ C R™ e que leva cada ponto = € 2 a uma p-forma w(zx).

Definigao 3. Dado uma p-forma w (x) = > ; arder, em que dxy = dxi; A ... A dwi,, definimos a p + 1-forma dw como

ZZ (9(11 dmk Ndxg.

I k=1



