PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula

Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracio.
Boa Prova!

EXERcICIO 1

(1,5 Ponto) Calcule a area da superficie dada por 22 = 22 + y?

,em que 0 < z < 32¥
Resolucao:

5.
Primeiro achamos uma parametrizacdo adequada da superficie 22

o(x,y) = (xy Va?+ yQ)- Logo

z* + y~ para z > 0. Usaremos a parametrizacao

92,90 (10— Jxfo,—Y )2 ¥ 4
Oz Oy RV =R RV = NS e
H—

Seja S = { Y, 2

)ER3 22 =22 +y%e0 < 2 < 3541 Logo pela formula de integral de superficie, temos
dS

d:cdy*// V2dady,
em que ) = {(m,y) ER? /a2 + 92 < 3%} Note que
2
/I2+y2§ ?);J — x2+y2g <3y>

area(S

!

2

x2+y2§i(976y+y2) = x2+zy2+gy§% =
x2+%(y—|—1)2§3.
Seja @ = \/3rcos (0) e y = —1 + 2rsen (6). Logo
112—|—Z(y+1)2§3 <~ r<lefe|0,2n].
Além disso, vemos que

(B ) -em(l) wm” ) oo

Concluimos, pelo teorema de mudanca de varidveis de integrais em R?, que

//Q\@dxdy = 2\/5\/3/0277 /01 rdrdd = 2/67.

EXERcIcCIO 2

, 0 <z <1, en; anormal unitaria que aponta para fora da esfera. Seja S5 a
regiao {(z,y,0) € R3; 2% +y*> <1} e ny = (0,0, —1).

(1 Ponto) a) Seja f : R® — R? a fungao dada por f (z,y,2) = (2
ny e o fluxo de f em Sy na direcao ns.

Resolucao:

Fluzo em Ss.

Uma paramerizacao adequada é dada por ¢ : B(0,1)

(x7y7 ) ASSlma %(x y) (1 O 0)7 Em ( ) (07170) e
Conluimos que

Seja S7 o hemisfério az + y +22 =

x,—4y,2z + 1). Calcule o fluxo de f em S; na diregao

% 2%+ y* <1} — R? definida como ¢ (z,y) =

( ) (0,0,1).

/ 52<f7n2>d52//3(01< °#l@:v), g(p>dmdy
1

Q%?

)
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= // (25E, —4y, 1) . (0, 0, —1) dxdy = —// drdy = —.
B:1(0) B1(0)

Assim, o fluxo de f em Ss na direcdo ng é —.
Fluzo em S,.
Observemos pelo teorema da divergéncia que, para R = {(x, y,2) ER} a2 +9y2 +22<1, 2> 0}, temos

/ Sl<f,n1>d5+/ Sz(f,n2>dS///Rv.f(x,y,z)da:dydz(),

Logo o fluxo em S7 na dire¢ao ny é .
Outra forma de calcular o Fluzo em Sy. (Cdlculo na marra).
Em S; podemos fazer a conta sem usar o teorema da divergéncia. Seja

0 (0,¢) = (cos (0) sen (@), sen (8) sen (d) , cos (P)) .

Logo podemos calcular g—‘g X g—ﬁ por

—sen (0) sen (¢) cos (0) sen (o) 0 —sen (0) sen (p) cos (0) sen (¢)
cos (0) cos (¢)  sen(0)cos(p) —sen(¢) cos(0)cos(d) sen(0)cos(¢)

= (—cos (0) sen® (¢) , —sen (0) sen® (¢) , —sen (¢) cos (¢)) .

Assim, observando que queremos calcular com a normal apontando para cima, temos

27 z
/ (fim1)dS = / (/ (2cos® (0) sen® (¢) — 4sen® (0) sen® (¢) + 2sen (¢) cos® (¢) + sen (¢) cos(¢)) dd)) o= ...=
51 0 0

(0,5 Ponto) b) Seja f : R? — R3 a fun¢do dada por f (z,y, z) = (2m + sen (y2) , —4dy + cos (x2 + zﬁ) 22 + 6151). Calcule

o fluxo de f em S = S; U S5 na direcdo n em que n é igual a ny sobre S; e é igual a ng sobre Ss.
Resolucao:
Pelo Teorema da Divergéncia, temos

//S<f’n>d‘9:///Rv-f(m,y,Z)dzdydz:O.

EXERcIcIO 3

Seja 2 C R3 uma regido conexa e limitada com bordo 99 de classe C'. Considere o seguinte problema: Ache uma

funcio u : Q — R de classe C? tal que
Au(z)=f(z),z€Q
Opu(z) =g(x), €00’

em que d,u = (Vu,n) é a derivada direcional na dire¢io de n, a normal que aponta para fora de Q, f : Q@ — R ¢ uma

func¢éo continua e g : 92 — R é uma fungdo continua. -
Dica para o exercicio: Use o teorema da divergéncia e prove que se w :  — R é de classe C2, entdo
O I AN € dx:ffagaw

i) [ [qwde (x)dS =[] [, |Vw | dr, se Aw = 0.

(1 ponto) a) Mostre que se existe uma solugao v do problema acima, entdo f e g devem satisfazer [ [ [, f (x) dz
J fBQ g (x)dS

Resolucao: -

Observemos que se w : Q& — R & de classe C?, entao

///QAw(x)dx@//Av.(vu}(m))d@«@/ BQVw ds@//aga”w
Note que

(1) segue do fato de que o Laplaciano ¢ igual ao divergente do gradiente.

(2) Segue do Teorema da Divergéncia.

(3) A derivada direcional de w na dire¢do n é igual ao produto escalar do gradiente de w com o vetor n.
Assim, se w = u, temos

[ [soiem [ ] s | [ s~ [ ftons

(1 ponto) b) Mostre que se v ¢ uma outra solu¢do do problema, entdo existe uma constante C' > 0 tal que u = v + C.

Resolucao:



PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223) 3

Observamos que se w é de classe C?, entdo
div (w grad (w)) = V. (wVw) = Vw.Vw + wAw.

Logo, se w é uma fungdo escalar tal que Aw = 0, entao

[ [ [ivee IM—///WMMM_/// () — ] de
///Vwdex_//

Se u e v sdo solucdo do problema, entdo A (u —v) = Au—Av = f — f = 0 Assim, podemos usar o resultado anterior
para w = u — v e obter
2 9 (u—w)
IV (u—v) (2)]]" do = (u(z) —v(z)) —5— () dS
Q o0 on

:/éé“@ﬂ@”@ﬂ> @)as=[ [ w)-v@) s -g@)as o

Concluimos que [ [ [, |V (u—v) (x )12 dz = 0. Como z — ||V (u—v) (2)||* é continua, concluimos que V (u — v) () =
0 para todo z. Como 2 é conexo, concluimos que u — v € igual a uma funcao constante.

EXERcicIO 4
(2 pontos) Seja a superficie com bordo S definida como x2 4+ 4% + 22 = 4, 0 < z < /2 e n a normal que aponta para
fora da esfera. Calcule [ [V x f.ndS, em que f (z,y,z) = (zy cos (’%2) zsen ( ) yz)

Resolucao:
//fo.ndS:/ f.dr.
s as

Usaremos o teorema de Stokes:
Observemos que nesse caso, 9.5 é composto de duas curvas descritas por fungées em 6 € [0, 27]: v = (2cos (6) ,2sen (0) ,0)

e v2 = (V2cos (0) ,v2sen (0),v/2). Logo

L gl = L 1 <O2cos (6) cos <”§2) , Osen (”;’2> ,2sen (0) 0> . (=2sen (0) , 2cos (6),0) df = 0

fdl' = /027T (\[2\/55671 (8) cos () ,V2sen (1) , V2V 2sen (9)) . (—\@sen (8),V2cos (), 0) de
= —2\/5/27T sen’ (0) d§ = —2v/2.
0

Usando a regra da mao direita, temos

fdl = | fdr — / f.dU = 2v/2x.
71 Y2

a8

EXERcICIO 5

(1 ponto) a) Considere a 1-forma diferencial w (x,y,2) = f1 (z,y,2)dr + f2 (z,y,2)dy + f3 (2,y,2) dz em R3. Existe
uma fungio g : R® = R?, g = (g1, 92, g3) tal que dw (z,y, 2) = g1 (2,9, 2) dy A dz + ga (2, y, 2) dz A dzx + g3 (2,y, z) dx A dy.
Quem é essa fun¢ao? Justifique calculando dw.

(1 ponto) b) Considere a 2-forma diferencial w (z,y, 2) = f1 (z,y, 2) dy Adz + fo (z,y,2) dz ANdz + f3 (x,y, z) de Ady em
R3. Existe uma funcio g tal que dw (x,v,2) = g (v, y,2) dz A dy A dz. Quem é essa funcio? Justifique calculando dw.

Resolucao:

Nao precisa treinar esse exercicio! Formas ndo cairdo na prova P3 de 2019.
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FOrRMULARIO.

Definicao 1. Seja ¢ : Q C R? — R® uma parametrizacio e S = (f2). Nestas condicdes:
1) A area da superficie é definida como

dudv.

2) A integral de superficie de uma funcio f: U C R® — ]R em que S C U, é definida como

[ 5= e

3) O fluxo de uma funcdo f: U C R® —» R, em que S C U, ¢ definido como [ [ (f,n)dS. Portanto é calculado como

// <fo<pu1) —Xg—i>dudv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q C R® ¢ um aberto limitado e conezxo e se N for suficientemente regular
(de classe C*, ou cubos, poliedros, semicirculos e etc) e se u: Q — R® é de classe C*, entio

///QV.udac://Bﬂ<u,n>d57

em que n € a normal unitdria que aponta para fora.

dudv.

‘7X7

Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R® é uma superficie de dimensio 2 com bordo suficientemente regular (por
ezemplos, curvas de classe C*), e se u: Q — R® € uma fungio de classe C*, em que S C Q C R® e Q é um aberto, entio

//qu.ndS:/ u.do,
s as

em que fas u.da € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integragio de linha
obdece a regra da mao direita.
Definicao 2. Uma p-forma w em R” é uma aplicacio w : R” x ... x R® — R, com p-céopias de R", linear em cada uma das
coordenadas e alternada. Em particular, temos
dzi(viy ...y V) = U5,
dzi ANdzj ((v1, ..y Vn), (W1, ..., Wn)) = ViW; — VW;.

Logo dx; Ndzj = —dx; Adx; e do; A dz; = 0.
Uma p-forma diferencial em R™ é uma func¢ao w definida num aberto 2 C R" e que a cada ponto x € Q corresponde uma p-forma
w(x).

Definigao 3. Dado uma p-forma w (z) = 3. | a;dzr, em que dzr = dxi, A ... Adziy, definimos a p + 1-forma dw como

ZZ 8(1, dCCk Ndxg.

7,1k:1




