PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA42019

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
DICA PARA A PROVA: Nenhum exercicio precisa de uma quantidade muito grande de contas!

Boa Prova!

ExErcicro 1
(1,5 Ponto) a) Calcule a area da superficie S = {(x,y,z) €R3; (z— 1)2 +y?=1le0 <z < /22 +y2}.

(1,5 Ponto) b) Calcule a area da superficie S = {(x,y, 2) €ER? 22 =20y, 0<x <5el<y< 5}.

EXERcIcCIO 2

Calcule os fluxos das fungoes abaixo sobre as superficies indicadas.

(1,5 Ponto) a) Seja f : R? — R? a funcdo dada por f (z,y,2) = (x + 1,y +1,-2 (2 + 1)). Calcule o fluxo de f em

i) 51 = {(z,4,0) € R% 2% + y*> < 1} com a normal (0,0,1).

ii) Sp = {(x, y,2) ER} 22 +9y2 +22=1,2 > O} com a normal apontando para fora da esfera.

iii) S5 = {(:v, y,2) ER} 22+ 92 +22=1,2< 0} com a normal apontando para fora da esfera.

iv) Sy = {(z,y,2) € R%; 22 + y? + 22 = 1} com a normal apontando para fora da esfera.

(1 Ponto) b) Seja f : R® — R?® a funcdo dada por f(z,y,z) = (2zy,0,—xz). Calcule [ fs V x fndS em S =
{(x, y,z) € R3; (%)2 + (%)2 + (i)2 = 1} com a normal n apontando para fora do elipséide.

EXERcICIO 3

Seja Q C R3 um aberto conexo e limitado com bordo 92 de classe C! e U C R? um aberto tal que Q C U. Sejam f e
g: U — R fungoes de classe C2.

J [ (52 -a5h)as= [ [ [ 780 gnn dsye.

(Dica: Comece calculando V. (fVyg) e lembre que Af =V.(Vf) = f + ngj + gz’;).

(1,25 ponto) a) Mostre que

(1,25 ponto) b) Mostre que:
i) Se Af =0 em Q, entdo [ [,, 3LdS = 0.
ii) Se existem ndmeros reais « e 3, com pelo menos um deles diferente de zero e tais que af + ﬁ% =0eag+p:2

em 0%, entao [ [ [, fAgdxdydz = [ [ [, gAfdzdydz.
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EXERciIcIO 4

(2 pontos) Considere C' a curva dada pela intersec¢do entre o cilindro 2 +y* = a*> e o plano £ 4+ % =1, em que a > 0
e b > 0. O objetivo do exercicio é mostrar a seguinte igualdade sem usar integral de linha:

/C(y—z)d:c—l—(z—x)dy—i—(x—y)dz=27m(a—|—b).

Para isso, use o Teorema de Stokes e transforme a integral acima na integral de fluxo de uma fun¢ao sobre uma superficie
adequada. Ache uma orientagdo apropriada da normal da superficie (o que equivale a achar um sentido adequado para a
curva C) a fim de obter sinal correto do lado direito da equagao.
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FOrRMULARIO.

Definicao 1. Seja ¢ : Q C R? — R® uma parametrizacio e S = (f2). Nestas condicdes:
1) A area da superficie S é definida como

dudv.

>< ‘

2) A integral de superficie de uma funcio f: U C R® — ]R sobre S em que S C U, é definida como

[ 5= e

3) O fluxo de uma funcdo f : U C R® — R’ na dire¢do n, em que S C U, ¢ definido como [ [, (f,n)dS. Portanto, ¢ calculado

pela expressao
//<fogouv —Xg—(p>d dv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q C R® é um aberto limitado e conezo e se 9 for suficientemente reqular
(de classe C', ou cubos, poliedros, semicirculos e etc) e seu:U — R? ¢ de classe C*, em que U é um aberto tal que Q C U, entio

///Qv.udx://{mw,n)cls,

em que n € a normal unitdria que aponta para fora de 2.

dudv.
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Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R*® ¢ uma superficie de dimensio 2 com bordo suficientemente regular (por
exemplos, curvas de classe C'), e se u: Q — R3 € uma fungio de classe C, em que S C Q C R® ¢ Q ¢ um aberto, entio

//VXu.ndS:/ u.da,
s as

em que fas u.da € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integragio de linha
obedece a regra da mdao direita.



