PROVA 1 - MATEMATICA 3 (CCMO0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA3

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulério). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragio.
Boa Proval!

ExEercicio 1

Seja P2 o conjunto dos polinémios reais de ordem menor ou igual a 2: p(x) = az? + bx + c. Considere a funcio
T : Py — Ps dada por T (p) (x) = zg—g (x).

(1,25 Ponto) a) Mostre que T' é uma transformagao linear. Determine o nicleo, a dimensao do nicleo, a imagem e a
dimensao da imagem de T'.

(1,25 Ponto) b) Sejam B = (1,z,2?) e C = (1,1 + z, 2 + ) duas bases ordenadas de P,. Ache a matriz que corresponde
a T, considerando P, com base B tanto no dominio quanto no contradominio de 7. Ache também a matriz que corresponde
a T, considerando P2 com base C tanto no dominio quanto no contradominio de 7.

ExErcicio 2

Considere a transformacio linear T': R® — R3 dada por T (z,y, z,w,v) = (x + y,y + 2 + w,z +y + z + w + v).

(1,25 Ponto) a) Ache uma base ortonormal do nicleo de 7.

(1,25 Ponto) b) Ache todos os elementos de R® tais que T (x,y, z, w,v) = (3,2,5).

(0,5 Ponto) ¢) Qual a dimensao da imagem de T? A transformacdo linear T é sobrejetora?

ExERrcicio 3

(1 ponto) a) Considere o seguinte produto interno no conjunto de todos os polinémios reais:

(p,q) = /O p(t)q(t)dt.

Prove que {17 V3 (2t — 1)} ¢ um conjunto ortonormal.

(1 ponto) b) Ache a e b em R tais que o valor da integral abaixo seja o menor possivel:

1
/ (1 — at — b)* dt.
0

ExERcicio 4

(1,25 ponto) a) Seja V um espago vetorial real com produto interno (.,.) : V. xV — R e seja ||.|| : V — R a norma
definida por esse produto interno: ||u|| = /(u,u). Mostre que

-+ 0l|* + = 0l* = Jull* + [|o]|*.

(1,25 ponto) b) Seja ||.||; : R* — R a funcéo dada por ||(z,y)||, = |#|+|y|. Existe um produto interno (.,.) : R*xR? — R

tal que [[(z,y)[l, = v ((z,9), (,))?
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FORMULARIO.

Definicao 1. Um sistema linear é um conjunto de equacoes da forma
1121 + ... + Q1nTn = B1
(8) : 7
Am1T1 + ... + AmnTn = Bm

em que o;; € Re f1,... Bm € R sao dados e x1,... ,z, sdo as incégnitas, ou seja, os valores que queremos determinar. Dizemos que o sistema
linear é homogéneo se f1 = ... = Bm = 0.

Definicao 2. Podemos definir trés operagoes elementares sobre os sistemas lineares. Estas operagdes sao:
(I) Permutar duas equagoes do sistema.
(IT) Multiplicar uma das equagoes do sistema por um X € R, X\ # 0.

(III) Somar uma das equagoes do sistema por um multiplo de outra linha.

Proposicao 1. Se C C R™ ¢ o subespago das solucies do sistema homogéneo Shom € v = (L1, ...,xyn) uma solucio particular do sistema
S, entdo o conjunto das solugées do sistema S € dado por

v+ C,
ou seja € o conjunto dos vetores de R™ dados por v+ u, em que u € C.

Deﬁnigéio 3. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Uma base de V é um subconjunto finito B = {u1,...,un} C V tal que
a) B gera V, ou seja, L (B) =V (todos elementos de V' sdo combinacoes lineares de elementos de B)
b) B ¢ linearmente independente (L.I.), ou seja, ag.u1 + ... + an.upn =0 a1 = ... = an = 0.
Por convengao a base dos espagos vetoriais que contém apenas o vetor nulo é o conjunto vazio.

Definicao 4. Seja V um espaco vetorial de dimensio finita. O nidmero de vetores contidos numa base de V ¢é chamado de dimenséo do
espago vetorial V.

Definicao 5. Sejam V e W dois espagos vetoriais reais de dimensao finita. Uma transformagéo linear T : V — W é uma fungio que satisfaz
Tu+v)=Tw)+T @) eT (M) =N (u) para todo u,v € Ve A € R.

Definicao 6. Sejam U e V espagos vetoriais ¢ F : U — V uma transformagio linear. Entdo o nicleo de F é o conjunto N(F) = {u €
U; F(u) = 0} e a imagem de F é o conjunto Im(F) = {F(z); « € U}. Dizemos que F é sobrejetora se Im(F') = V. Dizemos que ¢ injetora
se F'(u) = F (v) = u=wv. A transformacgao F ¢ injetora se, e somente se, N(F) = {0}.

Deﬁnigéo 7. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados sobre R de dimensdes n e m, respectivamente. Sejam dadas uma base
ordenada B = (u1, ..., un) do espago vetorial U, uma base ordenada C = (v1, ..., v, ) do espago vetorial V e uma transformagao linear F' : U — V.
Cada F(uj) pode ser escrito de maneira tinica como combinagao linear dos elementos de C. Assim

F(u1) = 01101 + ... + Qm19m N
, ou simplesmente F(u;) = Z 005

' i=1
F(un) = a1pV1 + ... + AmaVUm

A matriz (a;;) é chamada de matriz de F em relagao as bases B e C.
Teorema 1. (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam U eV espacos vetoriais de dimensdo finita ¢ F : U — V uma transformacdo linear.
Logo
dim(U) = dim (N(F)) + dim (Im(F)).

Definicao 8. Seja V um espaco vetorial real. Um produto interno sobre V é uma funcao (,) : V x V — R que satisfaz as seguintes
propriedades:

(1) (u+v,w) = (u, w) + (v, w) para todos os vetores u, v e w pertencentes a V. (2) (Au,v) = X (u,v), YA € R,u,v € V.
(3) (u,v) = (v,u), Vu,v € V. (4) (u,u) > 0 se u # o.

A norma ||.|| em relagdo ao produto interno (.,.) é a fungéo ||.|| : V' — [0, 00[ dada por |Ju|| = \/(u,u).

Definicao 9. Seja V um espago vetorial real com produto interno. Dizemos que dois vetores u e v € V sdo ortogonais se (u,v) = 0. Um
conjunto S C V é ortogonal se todos os elementos de S sdo ortogonais entre si. Dizemos que um conjunto S ¢ ortonormal se todos os elementos
1, i=3
0, i#J

Teorema 2. (Processo de ortonormalizacio de Gram-Schmidt). Todo espago vetorial de dimensdo n, com n > 1, com produto interno
possui uma base ortonormal.

de S s@o ortogonais entre si e tém norma 1. Assim S = {u1,...,un} é ortogonal se (u;,u;) =0 se i # j e é ortonormal se (u;,u;) =

O método de ortonormalizagdo: Seja V um espago vetorial real € B = {v1,...,vn} uma base de V. Para achar uma base B = {b1,...,bn}
ortonormal, achamos by por by = m, ba por by = m% e, em geral, b; pela férmula abaixo:
U= (v, b)) by — = (v),05-1) bj—a
T vy = (v ba) b — e — (05, b5-1) byl

Deﬁnigéio 10. Seja V um espago vetorial de dimensao finita e U C V um subespago de V. Se B = {g1, ..., gr} é uma base ortonormal de
U, entao definimos um operador linear E : V — V pela férmula
E(v) ={v,91) 91+ .. + (v, 9r) gr-

E é chamado de operador de projecao ortogonal e o vetor E(v) é chamado de projecao ortogonal de v sobre o subespago U. A projegao tem a
propriedade de que ||[v — E (v)|| < ||lv — w||, para todo w € U.



