PROVA 1 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulério). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragio.
Boa Proval!

EXERcicIO 1
(1 Ponto) a) Calcule o comprimento da curva a : [0, ] — R? dada por a (t) = (cos® (t), sen® (t)).

(1 Ponto) b) Calcule [, ydz — 2zdz, em que C é a curva que comega em (1,2,0) e vai até (0,0, V/5) e estd contida na
interseccao das superficies definidas por 22 +y? + 22 = 5 e por y = 2z.

(1 Ponto) c) Considere uma particula que vai do ponto (1,1) até o ponto (2,2) num campo de forcas definido por
f(z,y) = (2zy,2?). Calcule o trabalho de f ao longo do deslocamento da particula.

EXERcicIo 2
1 Ponto) a) Seja f : R3\ {(2,0,0);z € R} — R a funcdo dada por f (z,y,2) = (0, =%, == ). Esta funcio tem
Ytz yitz
rotacional nulo? Ela é conservativa?

(1 Ponto) b) O espago R3\ {(z,0,0);x € R} é simplesmente conexo? Justifique.

ExXERcicio 3

1,5 pont Dad Sla, b = R2, a(t) = (x (t),y (1)), definimos s | oo o)
(1,5 ponto) a) Dado uma curva « : [a, b] a(t) = (z(t),y(t)), definimos sua normal como n () TR

Seja C' uma curva de Jordan C' por partes e f e g duas funcdes de classe C? num aberto que contém a curva e o seu
interior. Mostre que ¢, f%ds = fim(c) (fAg+ Vf.Vg)dzdy.

(1 ponto) b) Dizemos que u € C% () é um autovetor do Laplaciano com autovalor A se Au = Au. Dizemos que este
autovetor satisfaz a condicdo de Dirichlet se u|,, = 0. Dizemos que este autovetor satisfaz a condi¢do de Neumann se
Ontt] 9o = 0. Mostre que se Q é o interior de uma curva de Jordan C 1 por partes, entdao todo autovetor com condicoes de
Dirichlet ou de Neumann possui autovalor A < 0.

ExXERcicio 4

(2,5 ponto) Considere a funcao ¢ : R? — R? dada por ¢ (u,v) = (u? — v?, 2uv). Seja @ o quadrado com vértices (1,1),
(1,2), (2,1) e (2,2). Esboce o conjunto S := ¢(Q), imagem do quadrado pela fungao Q. Calcule

// y2dxdy.
S
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FORMULARIO.

Definicao 1. Seja f = (f1,..., fn) : Q CR* - R" e a: [a,b] — R™. Definimos a integral de linha por

/ fdo= / fidzi + ... + fondx, = ‘/abf(a (1)) . (t) dt.

Seja g : © C R™ — R. Definimos a integral pelo comprimento da curva por

/gds:/abg(oz(t)) o ()] dt.

Exemplo 2. Integral de linha pode ser usada para célculo de trabalho. Integral pelo comprimento da curva pode ser usado para
o célculo de comprimento, massa, centro de massa e etc. Se p: Q@ C R™ — R descreve a densidade, entdo a massa de um objeto

descrito pela curva a : [a,b] — Q é dada por [ pds. O centro de massa é o vetor (y1,...,yn) dado por y; = %J%S.

Definigao 3. Uma funcio f = (f1,..., fn) : @ C R® — R" é um campo conservativo se existe ¢ : @ — R de classe C* tal que
f=Ve.

Definicao 4. Um conjunto aberto Q C R™ é simplesmente conexo se toda curva fechada simples pode ser deformada em um
ponto, isto é, dado « : [a,b] — Q continua e tal que a(a) = a(b), entdo existe H : [0,1] x [a,b] — Q continua tal que H (0,t) = «a (t)
e H(1,t) = p € Q. Conjuntos estrelados ( tais que existe p € Q tal que todo outro ponto de € pode ser ligado por um segmento de
reta até p) sdo simplesmente conexos.

Proposigao 1. Se f ¢ uma funcio conservativa de classe C*, entdo seu rotacional é zero. (Dizemos que f tem rotacional zero se

.o L , ) . - . )
gff = —af_ ). Se Q € simplesmente conexo, f ¢ de classe C' e tem rotacional igual a zero, entdo f é conservativa.
j i

Definigao 5. Seja a : [a,b] — Q uma curva de Jordan (fechada e simples) de classe C' por partes e cujo interior, denotado por
R, pertence ao aberto Q C R". Sejam P,Q : Q — R duas funcdes de classe C*. Logo

0Q oP
Pdx + Qd ://<———>dmd
-/Inz(a) Q v J JR Ox ay v

Definicdo 6. Seja Q C R" e ¢ : Q — Q um difeomorfismo. Seja f : Q — R uma funcio integravel. Logo

/ fdz = / fo|detdp| de,
JQ Jo=H(Q)

em que det (dp) = det (%‘%)



