PROVA 2 - MATEMATICA 3 (CCM0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA3

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulério). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragio.
Boa Prova!

ExEercicio 1
(1,5 ponto) Ache todos os autovalores e todos os autovetores da transformacao linear T : R? — R3 cuja matriz na base
canénica de R3 é dada por
1 1 0
0 1 1
0 0 1
Esta transformacao linear é diagonalizavel?

(1 ponto) b) Considere as matrizes complexas A € M, (C) e B € M5 (C) abaixo. Elas sao diagonalizdveis (como
matrizes complexas) ou nao? Justifique.

12 3 .. n 00 % o0 L
2 3 Y | Lo o B
; —| 3 4 5 e M+2 T 1 _ 1
i) A= ' ' . ' i)B| 0 0 % 0 -5
: : : : 00 0 1 0
n n+l n+2 .. 2n-1 01 0 O 0
EXERcicIo 2
1 0 O
Considere a matriz A € M,, (R) dadacomo A= 0 1 1
0 0 2

(2 pontos) a) Ache P € M, (R) tal que P~'AP é uma matriz diagonal. Usando a matriz P, calcule e/4.
1
(0,5 ponto) b) Resolva a equagdo Y’ (t) = AY (t),em que Y (0) = | 1
0
ExXERCicIO 3
Seja V um espaco vetorial de dimenséo finita com produto interno e T': V' — V uma transformacao linear.
Vamos supor inicialmente que V' seja um espago vetorial complexo e defina @ : V' — C por Q (u) = (Tu,u).

(1 ponto) a) Mostre que @ (v +v) = Q (u) + Q (v) + {(Tu,v) + (Tv,u) e Q (u+iv) = Q (u)+Q (v) — i (Tu, vy +i (Tv,u).
Conclua que se @ (w) = 0 para todo w € V, entdo T = 0.

(1 ponto) b) Mostre que @ (u) € R para todo u € V se, e somente se, T' é auto-adjunto.

Suponha agora que V seja um espago vetorial real ¢ @ : V' — R seja definido como Q (u) = (T'u, u).

(1 ponto) ¢) E verdade que se Q (u) = 0 para todo u € V, entdao T' = 0?7 (Dica: Considere 7' : R? — R? dado por
T (z,y) = (—y,z).)

ExXERCiCIO 4

Seja V' um espago vetorial complexo de dimenséo finita com produto interno (.,.) : V.xV — C

(1 ponto) a) Mostre que se T : V' — V é auto-adjunto, entao seus auto-valores séo reais e que, se 7' : V' — V é unitério,
entao seus auto-valores tém modulo igual a 1.

(1 ponto) b) Suponha que T*T = TT*. Mostre que u € V é tal que T (u) = Au se, e somente se, T* (u) = Au. (Dica:
Mostre que se T*T = TT*, entdo ||(T — M) w|*> = (T — XI) w||27 para todo A€ Cew € V).
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FORMULARIO.

Definicao 1. Seja V um espaco vetorial complexo. Um produto interno sobre V' é uma fungdo (,) : V.x V — C que
satisfaz as seguintes propriedades:
(D) {u+ v,w) = (u, w) + (v, w) para todos os vetores u, v e w pertencentes a V. (2) (Au,v) = A (u,v), VA € C, u,v € V.
(3) (u,v) = (v,u), Yu,v € V. (4) (u,u) >0 se u # 0.
A norma ||.|| em relagdo ao produto interno (.,.) é a funcdo ||.|| : V' — [0, 00[ dada por |ju|| = /(u,u).

Definicao 2. Seja V um espaco vetorial real ou complexo e 7' : V' — V uma transformacao linear. Um vetor v € V,
u # 0, é um auto-vetor de T se existe A tal que T'(u) = Au. Neste caso, A é um auto-valor de T associado a u e u é um
auto-vetor de T associado a .

Proposigao 1. Seja V' um espago vetorial real ou complexo de dimensdo finita, B = (v1,...,v,) uma base ordenada
de V eT :V — V uma transformagao linear de V.em V. Logo A é um auto-valor de T' se, e somente se, pr (\) :=
det(Tp — A1,,) = 0, em que Tp € a matriz de T na base B. O polinémio pr se chama polinémio caracteristico. Ele
independe da base B escolhida.

Definicao 3. Seja V um espago vetorial de dimensao finita. Um operador T : V — V se diz diagonalizdvel se existe uma base de
V formada apenas de auto-vetores de 7. Uma matriz A, n X n, real ou complexa, é diagonalizdvel se existir uma matriz M, n X n,
tal que M~'AM = D, em que D é uma matriz diagonal.

Proposicao 2. Seja T uma matriz real. Dizemos que T é diagonalizdvel em R se, e somente se,
1) O polinémio caracteristico de T tem todas as suas raizes em R: pp(t) = (t—=A1)™ ... (t—=Ap)"™, em que r14...4+1 =1

e \j sdo as raizes (distintas entre si) de pr que devem pertencer a R.
2) A multiplicidade algébrica de cada auto-valor \; € igual a sua multiplicidade geométrica, ou seja, r; = dim (Ker (T — X\;I)).
Seja T uma matriz compleza. Dizemos que T ¢ diagonalizdvel em C se, e somente se, o item 2) acima é vdlido (o item

1) sempre é verdadeiro).

Definicao 4. Seja V um espago vetorial de dimenséo finita, complexo e com produto interno. Seja T': V — V uma
transformagao linear. O operador adjunto T* : V' — V ¢ o tnico operador tal que (T'w,v) = (u, T*v), para todo u,v € V.
Dizemos que T' é auto-adjunto se T = T™*. Dizemos que T é unitario se 7T = I. Em particular, se T' é unitario, entao
(Tu, Tv) = (u,v), Yu,v € V.

Uma matriz A € M, (C) é unitdria se A*A = I, em que A}; = Aji é a matriz transposta. Uma matriz A € M,,(C) é
auto-adjunta se A* = A.
Proposicao 3. Num espaco vetorial complexo de dimensao finita, todo operador auto-adjunto ou unitdrio é diagonalizdvel.
Em particular, toda matriz complexa auto-adjunta ou unitdria é diagonalizdvel.

Definigao 5. Seja A € M, (C). Definimos e := I + 37 | L (tA)".
Proposigido 4. Se A€ M, (C) e P € M, (C) ¢ tal que P"*AP = D, entdo e!4 = PetP P~1.
Proposicao 5. Se A€ M, (C) eY'(t) = AY (t) com Y (0) = Yo, entio Y (t) = e!Yy.



