PROVA 2 - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova é individual e sem consulta (apenas consulte o formulario). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

ExERrcicio 1

(2 Pontos) Calcule a drea da superficie dada por 22 = 22 + 32, em que 0 < z < 3%;;

EXERcICIO 2

Seja S1 o hemisfério 22 4+ y? + 22 = 1, z > 0, e n; a normal unitaria que aponta para fora da esfera. Seja Sy a regido
{(Ly,O) eER3 2?2 +9% < 1} eny = (0,0,-1).

(1 Ponto) a) Seja f : R* — R? a funcao dada por f(z,y,z) = (22 + sen (y?), —4y + cos (z* + 2°) , 2z + €'°*). Calcule
o fluxo de f em S = S; U S, na direcao n, em que n é igual a n; sobre S; e é igual a no sobre Ss.

(1 Ponto) b) Seja f : R® — R? a funcdo dada por f (z,y, z) = (2x, —4y,2z + 1). Calcule o fluxo de f em S; na direcio
ny e o fluxo de f em S, na direcao n..

EXERcCIicIO 3

Seja @ C R3 uma regido conexa e limitada com bordo 09 de classe C'. Considere o seguinte problema: Ache uma
funcdo u : Q — R de classe C? tal que

{ Au(z)=f(z), x €Q
B—Z(x):g(:c),xeaﬁ ’

em que % = (Vu,n) é a derivada direcional na dire¢do de n, sendo n a normal que aponta para forade Qe f:Q - Re
g : 02 — R fungoes continuas.

(1 ponto) a) Mostre que se existe uma solugao u do problema acima, entdo f e g devem satisfazer [ [ [, f (z)dz =
I Joq 9 (x)dsS.
(1 ponto) b) Mostre que se v é uma outra solu¢do do problema, entdo existe uma constante C' > 0 tal que u = v + C.

Dica: Use o Teorema da divergéncia e prove que se w : £ — R ¢é uma funcdo de classe C2, entdo

D) [ [ foAw(@)de = [ [oq 52 (x)dS.
i) [ foqwde(x)dS=[[[, |Vw (2)||? dz, se Aw = 0.

EXERcICIO 4

(2 pontos) Seja S C R? a superficie com bordo definida como 22 +y? + 22 =4,0< z < n a normal que aponta
para fora da esfera de raio 2. Calcule [ [V x f.ndS, em que f (z,y,z) = (zy cos (%) zsen ( )

EXERCcCICIO 5

(1 ponto) a) Considere a 1-forma diferencial w (z,y, 2) = fi (z,y, 2) dx + fo (x,y,2) dy + f3 (z,y, z) dz em R3. Existe
uma fungdo g : R* = R?, g = (g1,92,93) tal que dw (z,y,2) = g1 (2,9, 2) dy Ndz + g2 (x,y, 2) dz Adzx + g3 (,y, 2) dz A dy.
Quem ¢ essa funcao? Justifique calculando dw.

(1 ponto) b) Considere a 2-forma diferencial w (z,y,2) = f1 (z,y,2) dy ANdz + fo (x,y,2)dz ANdx + f3 (z,y,z) de Ady em
R3. Existe uma funcio g tal que dw (z,y, 2) = g (x,y,2) dz A dy A dz. Quem é essa funcdao? Justifique calculando dw.
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FORMULARIO.

Defini¢ao 1. Seja ¢ : Q € R? = R® uma parametrizacio e S = ¢(Q). Nestas condigdes:
1) A area da superficie S ¢ definida como

dudv.

2) A integral de superficie de uma fun¢do f : U C ]R3 — ]R sobre S em que S C U, é definida como

//de [ [ 1oetun |5 =52

—_— >< —_—
3) O fluxo de uma fungdo f : U C R* — R® na dire¢io n, em que S C U, ¢ definido como [ [, (f,n)dS. Portanto, ¢ calculado

pela expressao
dp Oy
//Q <focp(u7v), 7 X aU>dudv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q C R® é um aberto limitado e conezo e se OQ for suficientemente reqular
(de classe C*, ou cubos, poliedros, semicirculos ¢ etc) e se u: Q — R* ¢é de classe C*, entdo

//AV.udmz/AQ{u,n)dS,

em que n € a normal unitdria que aponta para fora de 2.

dudv.

Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R® é uma superficie de dimensio 2 com bordo suficientemente regular (por
exemplos, curvas de classe C'), e se u: Q — R? ¢ uma fungdo de classe C*, em que S C Q CR® e Q é um aberto, entio

//qu.ndS:/ u.da,
s as

em que fas u.da € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integrag¢ao de linha
obedece a regra da mao direita.

Defini¢ao 2. Uma p-forma w em R™ ¢é uma aplicagio w : R™ x ... x R” — R, com p-cépias de R", linear em cada uma das
coordenadas e alternada. Por exemplo, temos
dzi (V1 .oy Un) = Vs,
dzs Ndzj (v, ..., vn), (W1, ..., wn)) = Viw; — v;W;.
LOgO d.’L’Z A d.’L’j = —d.’EJ' A d.’L’Z [§] d.’L’Z A dCU,L =0.
Uma p-forma diferencial em R" ¢ uma fun¢io w definida num aberto Q C R™ e que leva cada ponto x €  a uma p-forma w(x).

Definigao 3. Dado uma p-forma w (z) = > ;ardxr, em que der = dxi, A ... Adxi,, definimos a p + 1-forma dw como

ZZ Oar (1’ Ydxk Adx;.

I k=1



