PROVA 3 - MATEMATICA 3 (CCM0213)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA32018

A prova deve ser entregue (sem atraso!) no dia 6 de dezembro de 2018, quinta-feira, as 17 horas, em
sala de aula.

Os formularios contém resultados que podem ser titeis na resolugao dos problemas. Se quiserem, vocés
podem usar outros resultados, desde que estejam nos formularios das outras questoes ou tenham sido
dados em sala de aula. Caso contrario, é preciso justificar o resultado que esta sendo usado.

Boa Prova!

FORMULARIO DA PRIMEIRA QUESTAO

Definigao 1. Definimos a distancia d : R™ x R™ — [0, co[ como a funcao dada por
d(z,y) =z =yl
em que ||z|| = (21, ..., xn)|| = /2% + ... + 22 é a norma Euclidiana.

Proposigao 1. A func¢do distdncia satisfaz
1) d(z,y) =0 se, e somente se, © =y.
2) d(x,y) = d(y,x), para todo x,y € R™.
3) d(z,y) <d(z,2)+d(zvy), para todo z,y,z € R™.

Definigao 2. Seja X € R™. Denotamos por X°¢ = {y € R"; y ¢ X} o complementar de X.

O interior de X, denotado por int (X), é o conjunto de todos os pontos tais que x € int (X) se, e somente se, existe
€ > 0 tal que a bola aberta B (z,¢) = {y € R™; d(y,x) < €} esta contida em X. Em particular, int (X) C X.

A fronteira de X, denotada por 0X, é o conjunto de todos os pontos tais que x € 0X se, e somente se, para todo € > 0,
temos B (z,e) N X # 0 e B(z,e) N X # (0, ou seja, toda bola aberta com centro em z contém elementos que estao dentro
e fora de X. Sempre podemos decompor R™ como R™ = int (X ) U9dX Uint (X¢), em que os trés conjuntos sao disjuntos.

O fecho de X, denotado por X, é o conjunto de todos os pontos tais que z € X se, e somente se, para todo € > 0,
temos que B (z,€) N X # (). Dessa maneira, sempre temos a igualdade X = int (X) U0X = X UdX e X C X.

Defini¢ao 3. Dizemos que X C R™ é um conjunto aberto de R se X = int (X), ou seja, para todo = € X, existe € > 0
tal que B (z,¢e) C X. Dizemos que X é um conjunto fechado de R™ se X¢ é um conjunto aberto de R™.

Proposicao 2. Um conjunto X C R™ é fechado de R™ se, e somente se, X = X.

(2,5 pontos) EXERcICIO 1

a) Seja X C R™ e {Aq},cp 0 conjunto de todos os abertos de R™ contidos em X (A, C X, para todo o € A). Prove que
int (X) = UgeaAq. Conclua que int (X)) é o maior aberto de R™ que esta contido em X no seguinte sentido: int (X) C X
ese A éaberto de R" e A C X, entdo A C int (X).

b) Seja X C R™ e {F,},ca 0 conjunto de todos os fechados de R™ que contém X (F, D X, para todo a € A). Prove

que X = NaecaFa. Conclua que X ¢ o menor fechado de R™ que contém X no seguinte sentido: X C X e se F é fechado
de R"e X C F,entdao X C F.

c) Existe um conjunto X C R™ tal que int (X) =0 e 0X = R"?
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FORMULARIO DA SEGUNDA QUESTAO

Proposigao 3. Seja (:z:j)jeN uma sequéncia em R™ e x € R™. Logo se x; = (Tj1,Tj2, ..., Tjn) € T = (T1, T2, ..., Tp), entdo
limj o z; = x se, e somente se, lim;_, x;r = Tk, para todo k € {1,2,...,n}.

Proposigao 4. Seja (z;) ;. uma sequéncia em R" e x € R" tal que lim; o x; = x. Se (j, ),
(a?j)jeN, entdo limy_,oo x5, = =, ou seja, a subsequéncia converge e para o mesmo limite da sequéncia original.

n € uma subsequéncia de

Proposigao 5. Um conjunto X C R™ é um conjunto fechado de R™ se, e somente se, para toda sequéncia (xj)jeN contida

em X tal que lim;_,x; =2 € R", temos x € X, ou seja, o limite de sequéncias convergentes contidas em X tem limite
contido em X.

Definigao 4. Dizemos que X C R™ é um conjunto compacto se X é um conjunto fechado de R™ e limitado.

. - ) n - . . .
Proposigao 6. Um conjunto X C R™ € compacto se, e somente se, para toda sequéncia (J;j)jeN contida em X, existe
uma subsequéncia (:zzjk)keN que converge para um elemento v € X.

(2,5 pontos) EXERCICIO 2
Neste problema consideremos dois conjuntos X; C R" e X5 C R™.
Definimos o conjunto X1 x Xo = {(z1,72) € R* x R = R"™™; 2y € X1 exy € Xo}.

a) Prove que se X1 e X5 sio abertos de R™ e R™, respectivamente, entdo X; x X ¢ um aberto de R™ x R™.
b) Prove que se X; e X, sdo fechados de R™ e R™, respectivamente, entdo X; x X5 é um fechado de R™ x R™,
c¢) Prove que se X; e X, sdo compactos de R™ e R™, respectivamente, entdo X; X X5 é um compacto de R™ x R™.

Dica: Para os itens b) e ¢), use sequéncias.
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FORMULARIO DA TERCEIRA QUESTAO

Defini¢ao 5. Dizemos que p : R” — [0, 00 € uma norma se
1) p(x) = 0 se, e somente se, z = 0.
2) p(Az) = |A|p(x), para todo A e R e z € R™.
3)p(z+vy) <p(x)+p(y), para todo z,y € R™.

Proposigao 7. Seja f: X C R™ — R™ uma funcdo. Dizemos que f € continua se para todo v € X e € > 0, existe um
0 > 0, que pode depender de x e de ¢, tal que se d (y,z) < 9§, entao d(f (y), f (x)) <e.

Dizemos que f é uma fun¢ao uniformemente continua se para todo € > 0, existe § > 0 tal que, se x,y € X ed(z,y) <9,
entio d(f (z),f (y)) <e.
Dizemos que f € uma fun¢do Lipshitz se existe C > 0 tal que d(f (y), f (z)) < Cd(x,y), para todo x,y € X.

Proposigao 8. Seja f: X CR™ — R™ wma fungao continua e K C X uwm conjunto compacto de R™. Logo f (K) € um
conjunto compacto de R™. Em particular, se n = 1, entdo existem a,b € K tais que

fl@<f@)<fO),vrekK.

(2,5 pontos) EXERCICIO 3
Seja (e;) a base canonica de R", isto é, e; = (1,0,0,...,0), e2 = (0,1,0,...,0), ..., e, = (0,0, ...,0, 1).
a) Seja p : R™ — R uma norma qualquer. Prove que
p(z) <nmax{p(er),..,p(en)} 2|
b) Usando o item a), conclua que p é uma funcdo Lipschitz e, portanto, uniformemente continua.

¢) Sabemos que o conjunto S~ ! = {x € R"; ||z|| = 1} é um compacto. Prove que existe C' > 0 tal que p (z) > C para
todo z € S"~ . Conclua que p (z) > C||z| para todo = € R™.

d) Sejam p e ¢ duas normas em R"™. Prove, usando os itens a) e ¢), que existem constantes C; > 0 e Cy > 0 tais que

Cip(z) < q(z) < Cop(z), Yz €R™
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FORMULARIO DA QUARTA QUESTAO

Definicao 6. Seja X C R". Dizemos que X = AU B é uma cisdo de X se AN B = AN B = (). Dizemos que a cisdo é
trivial se A ou B ¢ igual a 0.

Definigao 7. Dizemos que uma fungdo continua « : [0,1] = R™ é um caminho que liga z a y se a(0) =z e a (1) = y.
Dizemos que o caminho esta contido em X C R™ se a(t) € X para todo ¢ € [0, 1].

Observamos que se existe um caminho « que liga = a y, entao existe um caminho & que liga y a x. Basta definir
a(t) = a(1 —1t). Sempre existe um caminho que liga x a x. Basta definir « : [0,1] — R™ por «(t) = z, para todo
t € [0,1]. Se existe um caminho « que liga  a y e um caminho 3 que liga y a z, entdo existe um caminho v que liga x a

z. Basta definir @) [ 1}
a(2t),te 0,5
70 _{ B@t-1),te[11]
Defini¢ao 8. Dizemos que X C R™ é um conexo se toda cisdo X = AU B de X é necessariamente trivial. Dizemos que

X C R™ é conexo por caminhos se para todo = e y pertencentes a X existe um caminho a que liga x a y e esta contido
em X.

Proposigao 9. Seja (Cx),cp uwma familia de conjuntos conexos de R"™. Se NxeaCx # 0, entdo UxeaCx € wm conjunto
conezo.

(2,5 pontos) EXERcCICIO 4

a) Seja X C R™. Para todo x € X, defina C,, C X como a unido de todos os conjuntos conexos contidos em X e que
contém z. Prove que C, é um conexo.

b) Prove que se = e y pertencem a X, entdao C, N Cy = 0 ou C, = C. Assim, a unido X = U,cxC, pode ser escrita
como uma uniao de conjuntos conexos disjuntos. Esses conjuntos sdo chamados de componentes conexas de X.

c¢) Seja X C R™. Para todo x € X, defina C,, C X como o conjunto de todos os pontos y € X que podem ser ligados a
x através de um caminho. Prove que C) é conexo por caminhos.

d) Prove que se x e y pertencem a X, entdo C, N Cy = 0 ou C, = Cy. Assim, a unido X = U,exC, pode ser escrita
como uma uniao de conjuntos conexos por caminhos disjuntos. Esses conjuntos sdo chamados de componentes conexas
por caminhos de X.



