PROVA SUB - MATEMATICA 4 (CCM 0223)

PROF: PEDRO T. P. LOPES - WWW.IME.USP.BR/~PPLOPES/MATEMATICA4

A prova ¢é individual e sem consulta (apenas consulte o formuldrio). Utilize somente resultados dados em sala de aula.
Os resultados dados em sala de aula podem (e devem) ser usados sem demonstracao.
Boa Prova!

ExERrcicio 1

(1,5 Ponto) a) Caleule [, grpzde + 7

em fungdo da constante R > 0.

—7 e dy, quando C percorre a elipse R%x? + 3% = R? no sentido anti-hordrio

(1,5 Ponto) b) Use uma mudanga de coordenadas adequada para calcular a integral dupla abaixo:

[ [ @0 sen® @+ daay,

em que S é paralelogramo de vértices (w,0), (2, 7), (7w,27) e (0, 7).

ExERCiCIO 2
Seja 2 C R3 um aberto conexo limitado com fronteira de classe C.

(1 Ponto) a) Se u : @ — R? ¢ uma fungao de classe C*, calcule [ [, (V X u,n)dS, em que n ¢ a normal que aponta
para fora de €.

(1 Ponto) b) Seja r : R® — R? a funcdo dada por r (z,y,2) = (2,9, 2) e n a normal que aponta para fora de 2. Mostre
que existe A > 0 tal que [ [, r.ndS = Avol(2), em que vol(£2) é o volume do aberto Q. Determine .

(1 Ponto) ¢) Seja F (z,y,2) = (0,0,z) e S a superficie z = y+5 com 1 < 22 +y? < 4. Seja n o vetor normal & superficie
que aponta para baixo. Calcule [ [V x F.ndS.

(1 Ponto) d) Calcule a drea da superficie 22 = 2zy que fica entre 0 <z <4e 0 <y < 3.

ExERrcicio 3

Dois dados néo viciados sao jogados. A cada jogo podemos associar um par em S = {(a,b); a,b € {1,2,3,4,5,6}} que
corresponde aos resultados do primeiro jogo (denotado por a) e do segundo jogo (denotado por b). Seja X : S — R a
varidvel aleatéria dada por X (a,b) = a + b.

(2 pontos) a) Calcule pr, = P (X = k) para todo k € {0,1,2,...}. Com estes resultados calcule a esperanga E (X) e
esboce a funcgao de distribuicao Fx.

(1 ponto) b) Jogamos os dois dados n vezes. Calcule a probabilidade de que, em pelo menos uma das jogadas,
obtenhamos (1, 1) (os dois dados caem com valor 1). Qual deve ser o menor valor de n para que esta probabilidade seja
maior do que %?
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FORMULARIO.

Definicao 1. Seja f = (f1,..., fn) : @ CR” — R™ continua e « : [a,b] — R™ derivdvel. Definimos a integral de linha por

/f.da = /fldxl + oo+ frdz, = /abf(a (1)) .o (t)dt.

Seja g : 2 C R™ — R uma funcdo continua. Definimos a integral pelo comprimento da curva por

[ais= [ st o’ @) ar

Definigao 2. Seja Q CR™ ¢ ¢ : Q — Q um difeomorfismo. Seja f : Q — R uma funcio integravel. Logo

/ fdx = / f o |detdy| dx,
Q (%))
em que det (dp) = det (i—i;).

Definigao 3. Seja ¢ : @ C R? — R® uma parametrizacio e S = ¢(Q). Nestas condigdes:
1) A érea da superficie S é definida como

ago dudv.

2) A integral de superficie de uma funcio f : U C R® — ]R sobre S em que S C U, é definida como

//de //foww “Oxg‘a

3) O fluxo de uma funcéo f : U C R* — R? na direcdo n, em que S C U, é definido como f fs (f,n)dS. Portanto, é calculado

pela expressao
Op Oy
//Q<fo<p(u,v B ><6U>dudv.

Teorema 1. O teorema do divergente nos diz que se Q@ C R € um aberto limitado e conezo e se OQ for suficientemente reqular
(de classe C*, ou cubos, poliedros, semicirculos e etc) e se u : Q@ — R® € de classe C*, entdo

///Qv.udx://m@,n)d&

em que n é a normal unitdria que aponta para fora de €.

dudv.

Teorema 2. O teorema de Stokes nos diz que se S C R® é uma superficie de dimensdo 2 com bordo suficientemente regular (por
exemplos, curvas de classe C'), e se u: Q — R? ¢ wma funcdo de classe C, em que S C Q CR? e Q é um aberto, entio

//qu.ndSz/ u.do,
s as

em que fas u.dae € a integral de linha sobre o bordo da superficie e n é uma normal unitdria da superficie. A integragdo de linha
obedece a regra da mao direita.

Definicao 4. Um espago de probabilidade (S, B, P) consiste de
1) Um conjunto S.
2) Uma o-dlgebra B de S. A o—4lgebra B é uma colegio de subconjuntos de S (chamados de eventos) que satisfaz:
a) S e () pertencem a B.
b) Se {An},cn € B, entdo UpZ A, € B.
c) Se A € B, entao A° € B.
3) Uma medida de probabilidade P : B — [0,1]. A medida de probabilidade P é uma fungio que satisfaz:
a) P(S)=1e P(0)=0.
b) Se {An},cn € B é uma colegao de conjuntos disjuntos, entdo P (UpliAn) = > o7 P (Ax).

No caso em que S C R"™ é um aberto, costuma-se tomar como B a menor o-dlgebra que contém todos os abertos de S. Este
conjunto é muito grande e contém também todos os fechados contidos em S.

Definigao 5. Seja (S, B, P) um espago de probabilidade. Dizemos que X : S — R é uma variavel aleatéria se X ' (]—o0,t]) € B
para todo t € R. A fungédo distribuicdo associada a X é a fungdo Fx : R — [0, 1] definida como Fx (¢) = P (X <t).

Definigao 6. Seja (S, B, P) um espago de probabilidade e X : S — R uma varidvel aleatéria. Se existe um conjunto enumerdvel
{z1,®2,...} tal que pr = P(X =) > 0e Y oo, pr = 1, dizemos que X tem distribuicdo continua. Definimos a esperanca de X
por E (X) =307, TkDk-



