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1. SISTEMAS LINEARES E MATRIZES.

1.1. Sistemas Lineares.

Definition 1. Um corpo F é um conjunto em que duas operagoes estao definidas: uma chamada de multiplicagao
.:FxF — F e outra chamada de adicao + : F x F — F. Estas operacoes devem satisfazer:

(1) + é comutativa z + y = y + x para todos z,y € F.
2) + é associativa z + (y + z) = (x + y) + z para todos z,y, z € F.
3) Existe um tnico elemento neutro 0 € F, chamado de zero, tal que = + 0 = 0.

4) A cada = € F, existe um unico elemento (—z) em F tal que x 4+ (—z) = 0.

6) . é associativa z.(y.z) = (z.y).z para todos z,y, z € F.

)
)
)
5) . é comutativa x.y = y.x para todos z,y € F.
)
7) Existe um tnico elemento diferente de zero e denotado por 1 que satisfaz x.1 = x para todo x € F.
)

1

8) Para todo z € I diferente de zero, existe um tinico elemento, denotado por =}, que satisfaz z=!.z = 1.

N N AN N N N N/

9) Vale a propriedade distributiva, ou seja, z.(y + z) = z.y + z.z para todo z,y, z € F.
Os exemplos mais importantes sdo R e C. Neste curso F serd sempre R ou C.

Definition 2. Sejam X e Y dois conjuntos. O conjunto X x Y, chamado de produto cartesiano de X e Y, éo
conjunto de todos os pares (z,y), em que x € X ey €Y.

Definition 3. Quando tratamos com corpos, uma operag¢ao em F é uma funcdo F x F — F.
Definition 4. Um sistema linear é um conjunto de equagoes da forma
a1y + ...+ 1Ty = B

)

Am121 + oo + Ty = Bm
1
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em que a;; € Fe B3y,...,8, € Fsao dados e z1,...,%, sdo as incoégnitas, cujos valores queremos determinar. Dizemos
que o sistema linear é homogéneo se $; = ... = 3, = 0. O conjunto dos elementos (z1, ..., x,) € F™ que resolvem
o sistema é chamado de conjunto solugao do sistema.

Definition 5. Dado um sistema com m equagdes e n incégnitas como o exibido acima, podemos classifica-lo em
trés tipos:

1) Incompativel: Se o sistema nao tem solucao.
2) Compativel determinado: Se o sistema tem uma tunica solugéo.
3) Compativel indeterminado: Se o sistema tem vérias solugdes.

Proposition 6. Todo sistema homogéneo é compativel. (De fato x1 = ... = x, = 0 é sempre uma solu¢io). Para
sistemas homogéneos o conjunto solugdo, ou seja, o subconjunto de F"™ dos elementos (x1,...,x,) que sdo solugoes
do sistema, forma um subespacgo vetorial.

Para sistemas compativeis gerais temos o sequinte: Seja S o sistema abaizo

a11®1 + ... + a1pTp = F1

Q121 + oo + @y = ﬂm

e Shom 0 sistema abaizo
o111 + ... + 1T, = 0

121 + oo + Oy, =0
Se C C F"™ ¢ o subespaco que é o conjunto das solugdes do sistema homogéneo Spom € v = (T1,...,Ty) uma
solugao particular do sistema S, entao o conjunto das solugoes do sistema S € dado por

v+ C,

ou seja, € o conjunto dos vetores de F"™ dados por v + u, em que u € C. Podemos interpretar as solugoes de
um sistema geral como uma transla¢ao das solugoes do sistema homogéneo, ou seja, como o subespaco solucio do
sistema homogéneo, C, transladado por wma solu¢dao particular, v.

Definition 7. Podemos definir trés operacoes elementares sobre os sistemas lineares. Estas operagoes sio:
(T) Permutar duas equagoes do sistema.
(IT) Multiplicar uma das equacgoes do sistema por um A € F, \ # 0.
(IIT) Somar uma das equagdes do sistema por um multiplo de outra linha.

Proposition 8. Se um sistema Sy € obtido de outro sistema S por uma operag¢ao elementar, entdo o sistema S
pode ser obtido do sistema S1 por uma operacao elementar do mesmo tipo.

Proposition 9. Se um sistema S’ é obtido de um sistema S através de um conjunto de operagées elementares,
entdo S’ tem solugdo se, e somente se, S tem solugdo. Se os sistemas tiverem solugoes, entdo elas sdo as mesmas.
Se um sistema S’ € obtido de um sistema S através de um conjunto de operagoes elementares dizemos que S1 €
equivalente e S e denotamos Sy ~ S. ~ define uma relacdo de equivaléncia entre os sistemas, ou seja,

1) S~S.
2) Se S ~ Sy, entdo Sy ~ S.
3) Se S~ Sy eSSy~ Sy, entio S ~ Ss.

Definition 10. Um sistema linear de m equagoes e n incognitas é escalonado se ele for da forma

A1y Ty + ... Fa1nTy = 61
2y Tpy + ... +aonTn = 2
........ s
Aoy, Ly + ... FOEnTn = ﬂk
Oxn = 5k:+1

com Qi #0paratodojel <71y <ro..<71p < n.

Proposition 11. Todo sistema € equivalente a um sistema escalonado.
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Proposition 12. Podemos saber se um sistema tem solu¢do e quais sio elas através do escalonamento. De fato
temos trés opgoes:

(I) Em algum momento do processo de escalonamento chegamos a um sistema com uma equa¢ao do tipo
0x1 4+ ...+ 0z, =8 (8#£0).
Neste caso o sistema € incompativel, ou seja, nao tem solucao.

(II) Obtemos um sistema escalonado com n equagdes e n incdgnitas da forma

ane,+ ‘o, =B
22T, + +aonr, = B2

b
QpnTn = Bn

com a;; # 0 para todo i € {1,...,n}. Neste caso o sistema € compativel determinado, ou seja, ele tem solugdo inica.
Uma forma de encontrar a solu¢do € achando x, pela tiltima equagdo, depois substitui-lo na peniltima, achar x,_1
e continuar o procedimento até achar x1. Outra forma é continuar o processo de escalonamento até achar um
sistema da forma
T1+ =M
Zo+ =72

Tn ="Tn

(III) Obtemos um sistema escalonado da forma

ane,+ +tanr, =p1
a2r2x'r2+ Faonxy, = BQ

)
OpryTp + o F0pnTn =5

com a1 # 0, agjr; 7 0 para todo j € {2,...,p} el <ry < ..<1, <n.
Neste caso o sistema é compativel indeterminado, ou seja, tem vdrias solu¢ées. Para achd-las basta continuar o

escalonamento até chegar a um sistema da forma

ane, ...+ 0+ ... Yo, = P
Oy Tyt .+ 0+... Haspr, =pPs
Qpry T, + oo +QpnTn = By

ou seja, a1y # 0, o, # 0 para j € {2,...,p} e os termos x1 e x,; s6 aparecem na j — ésima linha. Neste caso as
solugoes sao obtidas com x1, Ty, ... €Ty, em fungdo de By, ..., B, e das outras incognitas x; para j ¢ {1,72,...,7,}.

Corollary 13. Se partirmos de um sistema com m equag¢des e n incognitas e fizermos escalonamento neste sistema,
podemos obter 3 opgoes:
(1) Em algum momento do escalonamento obternos uma equacao do tipo
0z + ...+ 0z, =3, 8 #0,

entdo o sistema € incompativel, ou seja, nao tem solugao.
Se o caso (I) ndo ocorre e ao final do escalonamento obtemnos p equagoes entao

(II) Se p = n, entdo o sistema é compativel determinado, ou seja, tem uma unica solugdo.
(II1) Se p < n, entao o sistema € compativel indeterminado, ou seja, tem infinitas solugoes.

1.2. Matrizes.

Definition 14. Uma matriz m x n com coeficientes em F é uma funcdo A : {1,...,m} x {1,....,n} — F. Os
elementos da imagem dessa funcao sdo chamados de termos da matriz A, ou seja, A(7,j) = a;; sdo os termos da
matriz A. Uma matriz A também ¢ denotada por A = (a;;). Dado uma matriz cujos termos sdo a;; podemos

representi-la da seguinte forma.
ai; - A1n

am1 Amn
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Dizemos que a matriz tem m linhas e n colunas. O conjunto das matrizes m x n é denotado por M, «,(F). Se
m = n, denotamos M,,«,(F) apenas por M, (F).

Proposition 15. Podemos definir operagoes com matrizes:

(Ll) AdedO + men(IF) X Man(]F) — men(F) é dada por (aij) + (bU) = (aij + bzy)

ailr . Qin bin -+ b air +bii 0 aip +bin

am1 e Qmn, bm,l e bmn am1 + bml e Amn + bmn

(b) Multiplicacao por um escalar .F x M, n(F) = My, xn(F) € dada por X.(a;j) = (Aaij).

air -+ Qin Aair e Aaig

am1 - Amn )\aml T )\amn
(¢) Multiplicacao de matrizes - : My, xn(F) X Myxp(F) = Myxp(F) € dada por (a;j).(bi;) = (cij), em que
Cij = D=1 Gikbk;-

ai; o+ Qin bin - by a11bin + ...+ anbnr 0 a11bip o F arnbyy

Am1 - Amn bnl o bnp a'mlbll + ..+ amnbnl o amlblp + ...+ @mnbnp

(d) Transposta de matrizes ' : M,y (F) = M, xm(F) € dada por (a;;)" = (aj;).

t
ai; - A1n ai1 - Gmil

am1 Amn A1n - Amn

(e) Adjunta de matrizes x : My, xn(F) = My (F) € dada por (a;j)* = (a;).

*

air -0 Qin air -0 Gml
Am1 - Amn Ain - Amn
Remark 16. Se ay,..., a, € F, definimos a somatéria por > . a; := ai + ... + a,. Algumas propriedades da

somatoria:
(i) a (Xl a;)) = >, aq;, para todo a € F.
(i) Doimy @i+ 300, b = 300 (@i + bi).
(i) D5y Dohy @i = Doy Doimy Gij-

Proposition 17. O conjunto das matrizes M, «n(F) forma um espago vetorial com as operag¢oes +, soma, e .,

produto por escalar. O elemento nulo é a matriz nula, 0, cujos termos sdo todos zero. O oposto de A = (a;;) €
—A = (—ay).

Definition 18. A matriz identidade de M, (F) é a matriz n x n dada por I,, = (;;), em que

Sii = 1, sei=1j.
Y10, sed # g

é chamado de delta de Kronecker.
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Proposition 19. As operacoes de matrizes satisfazem as sequintes propriedades para A € Mpyx,(F), A’ €
Mpxn(F), B € Myxp(F), B € M,xp,(F) e C € Mpx(F).
(a) A(BC) = (AB)C.
(b)) (A+ A\ B=AB+ A'B e A(B+ B')=AB+ AB'.
(¢) a(AB) = (e¢A)B = A(aB).
(d) (A+ B)t = A" + B! ¢ (A+ B)* = A* + B*.
(e) (AB)! = BtA! e (AB)* = B*A*.
(f) (cA)t = At e (aA)* = aA*.
(9) (A') =Ae (A7) = A
Proposition 20. A matriz identidade I € M, (F) € a dnica matriz tal que para todo A € M, (F) satisfaz
Al =1,A=A.
Definition 21. Uma matriz A € M, (F) é inversivel se existe B € M, (F) tal que
AB=BA=1,.
Neste caso B ¢ denotado por A™! e é chamado de inversa de A. A inversa de uma matriz é tnica.

Proposition 22. Sejam Ai,..., A, € M,(F). Entio Ai,...,A, sdo inversiveis se, e somente se, A1As... A, é
inversivel. Se A € M, (F) e inversivel, entdo A~' também é inversivel e (A~1)71 = A.

Proposition 23. Uma matriz A € M, (F) ¢é inversivel se, e somente se, as linhas de A sdo linearmente indepen-
dentes (L.1.). Isto ocorre se, e somente se, as colunas de A sdo linearmente independentes (L.1.).

Definition 24. Podemos definir trés operagoes elementares sobre as matrizes M, «,(F). Estas operacoes sao:
(I) Permutar duas linhas da matriz.
(IT) Multiplicar uma das linhas da matriz por um A € F, A # 0.
(IIT) Somar uma das linhas da matriz por um multiplo de outra linha.

Proposition 25. Sejam M,,«,(F) as matrizes m x n. Se wuma matriz B é obtida de uma matriz A através de um
conjunto de operacoes elementares dizemos que B € equivalente a A e denotamos B ~ A. ~ define uma relag¢ao
de equivaléncia entre as matrizes, ou seja,

1) A~ B.
2) Se A~ B, entio B ~ A.
3)Se A~ B e B~ C, entao A~ C.

Theorem 26. Seja A € M, (F). A é inversivel se, e somente se, A ~ I, ou seja, a identidade pode ser obtida
de A através de operacies elementares. Neste caso a mesma sequéncia de operacies elementares que leva A a I,
também leva I,, a A.

Corollary 27. Sejam A e B duas matrizes em M, (F) tais que A ~ B. Se B nao é inversivel, entdo A também
nao € inversivel.

Para provar este teorema usamos as matrizes elementares.

Definition 28. Uma matriz elementar em M, (F) é uma matriz E obtida de I,, por meio de uma tnica operagao
elementar.

Proposition 29. Toda matriz elementar E € inversivel. Se uma matriz elementar E é obtida da identidade I,
através de uma operacdao elementar, entdo EA € obtido de A pela mesma operacdo elementar.

1.3. Usando matrizes para representar sistemas lineares. Seja dado um sistema linear da forma

Q1121 F .o + Q1p2n = P

Am121 + oo + Ty = Bm
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podemos representa-lo na forma de uma equacao matricial

ap ot Oap x1 B1

am1 e Amn T Bm

Neste caso vemos que o método do escalonamento consiste em aplicar as mesmas operacoes elementares nas
matrizes (ay;) e (8i;). No caso de equagdes com n incognitas e n equacdes, temos o seguinte resultado

Proposition 30. Seja

a1 + ... + a1y = f1

Ap1T1 + .o + Qpp®p = ﬂn

um sistema. Representando-o na forma de matrizes temos

o Oug T B1

Qp1 - Qpn Tn B
Este sistema é compativel determinado se, e somente se, a matriz (cvi;;) for inversivel. Neste caso (z;) = (i)~ (B;).
Se a matriz nao for inversivel, entdo o sistema ou ndo terd solugdo, ou terd infinitas solugades.
2. ESPAGOS VETORIAIS.

2.1. Espagos vetoriais e subespagos vetoriais.
Definition 31. Um espago vetorial V sobre um corpo F consiste de:

1) Um conjunto V, cujos elementos sdo chamados vetores.

2) Um corpo F, cujos elementos sdo chamados escalares.

3) Duas operagoes +: V XV — Ve .:F xV — V que satisfazem as propriedades abaixo.

(A1) + é comutativa: u+v =v+u, Yu,v € V.

(A2) + é associativa: u + (v + w) = (u +v) + w, Yu,v,w € V.
(A3) Existe em V um elemento neutro para a adi¢do, ou seja, um elemento o tal que u+ o0 =u, Yu € V.
(

)
A4) Para todo elemento u € V, existe um elemento denotado por —u e chamado de oposto de u que satisfaz
(=

u) =

U+
M1) a.(8. ) (aB).u, para todo u € V e todos os « e § em F.
M2) a.(u 4+ v) = c.u + a.v, para todo u,v € V e todo o € F.

)

M3) (a+ 8).u = a.u + S.u, para todo u € V e todo «, 8 € F.

(
(
(
(M4) 1.u = u, para todo u € V.

Algumas propriedades dos espagos vetoriais:

(1) O vetor nulo é tnico, ou seja, existe um tnico vetor o tal que u + 0o = u para todo u € V.

(2) O vetor oposto ¢ unico, ou seja, dado u € V, existe um tnico vetor —u tal que u + (—u) = o.
(3) .o = o, para todo o € F.

(4) 0.u = o0, para todo u € V.

(5) a.u = o se, e somente se, « =0 ou u = 0.

(6) —(—u) = u para todo u € V.

(7

) (—a)u=a(-u) = —(u).

Definition 32. Seja V' um espacgo vetorial sobre F. Um subespacgo vetorial de V' é um subconjunto W C V tal
que

(a) o€ W.
(b) Seu e W ewveW,entdou+veW.
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(c)Se v e Feue W, entdo au € W.

Proposition 33. Se U e W sdo subespagos vetoriais de V, entdo U NW também é um subespago vetorial de V.
O conjunto U +W = {u+w|u € Uew € W} também é um subespago vetorial de V.

Definition 34. Se U e W sdo subespagos vetoriais de Ve UNW = {0}, entdo U + W é chamado de soma direta
de U com W. Denotamos por U & W.

Proposition 35. Se U e W sio subespagos vetoriais de V. entdo as sequintes afirmag¢des sio equivalentes:
a) Cada vetor v € V pode ser escrito de uma unica maneira da forma v =u+w, em queu € U ew € W.
D)V =U+WeUNW ={o}, ou seja, V=USW.

Definition 36. Seja V um espaco vetorial sobre F. Dizemos que um vetor v € V' é combinagao linear dos vetores
V1, V2, ..., Uy S€ existirem escalares aq, as, ..., a, € F tais que

UV =Q1V1 + ... + QpUy.

Definition 37. Seja V um espaco vetorial sobre F e S = {uy, ..., u, } um subconjunto de V. Definimos o conjunto
[S], chamado de subespago gerado por S, como o conjunto

[S] ={ar1ur + ... + apup| g, ..., € F},
ou seja, o conjunto formado por todas as combinagoes lineares dos elementos de S.

Proposition 38. Seja V um espago vetorial sobre F e S um subconjunto de V. Entao [S] é o menor subespago
que contém S, ou seja, [S] é um subespago e se S CW e W for um subespago, entio [S] C W.

Definition 39. Um espaco vetorial V sobre F é um espago vetorial finitamente gerado (também chamado de
espacgo vetorial de dimensao finita) se existir um conjunto S C V finito tal que V = [5].

2.2. Dependéncia e independéncia linear: Base e dimensao.

Definition 40. Seja V um espaco vetorial sobre F. Um conjunto L = {uq,...,un} C V & linearmente indepen-
dente (L.I.) se uma igualdade do tipo

.Uy + ... +apu, =0, ; €F
s6 é valida se a1 = ag = ... = a,, = 0. Dito de outra maneira
arur +...tapu, =0 a1 =...=qa, =0.
Definition 41. Seja V um espago vetorial sobre F. Um conjunto L = {uy,...,u,} C V élinearmente dependente
(L.D.) se ndo forem linearmente independentes. Ou seja, existe (aq, ..., a,) # (0, ...,0) tal que
ajuy + ... + apu, = 0.
Proposition 42. Seja V um espaco vetorial sobre F. Um conjunto L = {uy,...,un} C V € linearmente independente
(L.1.) se, e somente se, nenhum elemento de L pode ser escrito como combinagdio linear dos demais.
Algumas propriedades da dependéncia e independéncia linear. Consideramos V' um espaco vetorial sobre F.

(1) Se L = {uq,...,un} contém o vetor nulo, entdo L é linearmente dependente (L.D.)

(2) Se L = {uy,...,u,} CV élinearmente dependente e L C L’ = {u1, ..., Up, Un41, -y Uptm }, €ntdo L’ também
¢é linearmente dependente.

(3) Se L = {u1, .oy Un, Unt1y -y Untm} C V € linearmente independente e L' = {uq,...,un} C L, entdo L’
também é linearmente independente.

(4) Se L = {u}, entdo L é linearmente independente se u # o e ¢ linearmente dependente se u = o.

Definition 43. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F. Uma base de V é um subconjunto finito
B ={uy,...,up} CV tal que

a) B gera V, ou seja, [B] =V (todos os elementos de V sdo combinacgoes lineares de elementos de B)
b) B é linearmente independente (L.I.)
Theorem 44. Seja V wm espaco vetorial finitamente gerado sobre F. Entao existe uma base de V.
Para provar esta proposicao usamos os lemas abaixo.

Lemma 45. Seja V um espaco vetorial sobre F, S = {uq,...,u,} um subconjunto L.I. de V' e u um elemento
qualquer de V. Se o conjunto S U {u} é L.D., entdo u € [S]. Isto equivale a: Se u ¢ [S] entdo S U {u} é L.L
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Lemma 46. Seja V um espago vetorial sobre F e S = {uq,...,u,} um subconjunto de V. Se u € [S], entdo
[S] = [u1, ooy tn] = [ug, ooyt 1.

Theorem 47. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Toda base de V tem o mesmo nimero de
elementos.

Para provar esta proposicao usamos o lema abaixo.

Lemma 48. Seja V um espago vetorial sobre F. Se V' € finitamente gerado por m elementos V = [v1, ..., vy, entdo
todo subconjunto L de V linearmente independente tem no mdzximo m elementos.

Definition 49. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. O ntumero de vetores contidos numa base
de V' (que é sempre o mesmo pelo teorema acima) é chamado de dimensao do espago vetorial V.

Example 50. dim(F") = n, dim(P,(F)) = n + 1, dim(M,x»(F)) = mn, dim({o}) = 0, em que P, (F) sdo os
polinémios de grau < n com coeficientes em F.

Corollary 51. Seja V um espago vetorial n dimensional sobre F. Entdo:
a) Todo conjunto de V que contém mais de n vetores é L.D.
b) Nenhum conjunto contendo menos de n vetores pode gerar V.
c) Se BCV é um conjunto L.I. de n elementos, entdo B gera V e é uma base de V.
d) Se B CV € um conjunto de n vetores que gera V', entdo B é L.I. e é uma base.

Theorem 52. (Teorema do completamento) Seja V um espago vetorial de dimensaon > 1 sobreF. Se {uq,...,u,} C
V' é um subconjunto L.I. com r vetores r < n, entido existem n — r vetores Uyyi,...,u, de V de maneira que
B = {1, ooy Upy Uy 1, vy U } € uma base de V.

Proposition 53. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F. Todo subespaco W de V' também é
finitamente gerado e dim(W) < dim (V). Além disso dim(W) = dim(V) se, e somente se, W =V.

Theorem 54. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Se U e W sao subespagos de V', entao
dim(UNW) + dim(U + W) = dim(U) + dim(W).

2.3. Coordenadas.

Definition 55. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F. Uma base ordenada B de V é uma base

B = (uq, ..., up) em que se fixou uma ordenacgao nos vetores. (Determinou-se qual é o primeiro, segundo... elemento
da base). (Observacdo: Rigorosamente podemos definir uma base ordenada como uma bijecdo de {1,...,n} em

{ug, ooy un}).

Proposition 56. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado sobre F e B = (uy,...,u,) uma base ordenada.
Todo vetor v € V' pode ser escrito de maneira unica como

V=Q1.U1 F+ ...+ QU -

Definition 57. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F e B = (uy, ..., u,,) uma base ordenada. A cada
elemento v € V, podemos associar de maneira unica uma n-upla (o, ..., a,) € F” tal que v = aj.ug + ... + @ Up.
Os elementos aj,..., a, sao chamados de coordenadas de v na base B. A matriz de coordenadas de v em
relacao a base B, denotada por Xp, é a matriz em M, (F) dada por
aq
Xp =

(07 B

Definition 58. Seja V' um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Consideremos duas bases ordenadas B e C
do espaco vetorial V' dadas por B = (by,...,b,) e C = (c1, ..., ). Cada ¢; pode ser escrito de maneira tnica como
combinacdo linear dos vetores de B. Assim

c1 = a11b1 + ... + ap1by, n
, ou simplesmente c; = E 0jb;.
i=1

Cp = a1pb1 + ... + apnbn
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Em termos matriciais

(Cl...Cn) = (blbn)
(0275 BN L
A matriz Icp = (o;) é chamada de matriz de mudanga de base B para a base C.

Proposition 59. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Consideremos em V trés bases ordenadas:
as bases B = (by,...,b,,), C = (c1,...,¢n) € D = (d1,...,dy). Se Icp é a matriz de mudanga de base de B para C,
Ipc € a matriz de mudanca de base de C para D, entdao a matriz de mudanca de base de B para D, Ipg, € a matriz
Ipp =Icplpc.

Corollary 60. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Consideremos em V duas bases ordenadas
B e C dadas por B = (by,...,b,) e C = (¢1,...,¢n). A matriz de mudanca de base B para a base C € inversivel e
Iop = Ipc.

Proposition 61. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F. Consideremos em V duas bases ordenadas
B e C. Se a matriz de coordenadas de um vetor uw € V em relagio a B é Xp e em relagio a C é Yo, entdo
Xp =1cYe, ou de forma equivalente, Yo = IgcXp.

Proposition 62. Seja V um espago vetorial n-dimensional sobre F, B uma base ordenada de V e P € M, (F) uma
matriz inversivel. Entdo eziste uma tinica base ordenada B’ de V tal que P € a matriz de mudanga de base de B
para B', ou seja, P = Ip .

2.4. Calculos com subespagos. Seja V um espaco vetorial sobre F finitamente gerado e B = (uq, ..., u,) uma
base ordenada de V. Seja W C V um subespaco gerado pelos vetores W = [wq, ..., W], que podem ser L.I. ou
L.D..

Como B é uma base, os vetores de W podem ser escritos de maneira tinica como:

/ /
w1 = Q11U + .+ Qp1Uy = QU+l O, U

! !
Wip = Q1mUL + .o + QU = QU1 + .o+ QG Uy,
/

%is ou seja (i)t = (a;).

Notamos que o;; = « i
Proposition 63. Um vetor v € V, dado por v = ciuq + ... + cpuy,, pertence a W se, e somente se, existirem x,...

T € F tais que 1wy + ... + xw,, = v. Isto ocorre se, e somente se, o sistema abaizo tem solugao.

a11T1 + .. F 1T = C1

A1l + oo + ATy, = Cpy

Proposition 64. Para determinar uma base e a dimensao de W escrevemos a matriz

/ /
Qypp o gy

/!

& mn

(07

Depois escalonamos esta matriz, ou seja, usando apenas operagoes elementares de matrizes, achamos uma matriz
equivalente da forma

0 Py o Bin
0 0 fo, :
ﬁprp ﬂpn

0

Uma base de W € dada por B = {w},..,w,}, em que

w/l = Blrlurl + ...+ Blnun

w;ln = Bprurp +...+ ﬂpnun

A dimensao de W € p.
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3. TRANSFORMAGOES LINEARES.
3.1. Recordagoes sobre fungoes.

Definition 65. Seja U e V dois conjuntos e f : U — V uma fungao. O conjunto U é chamado de dominio da
fungdo f. O conjunto V' é chamado de contradominio da func¢do f. O conjunto Im(f) = {f(x)|x € U} é chamado
de imagem da fun¢io f. Se W C U é um subconjunto de U entdo f(W) = {f(z)|x € W} é chamado de imagem
do conjunto W.

Definition 66. Sejam U e V dois conjuntos e f : U — V uma func¢do. A funcido é

1) Injetora se satisfaz a propriedade “Se u; e ug sdo dois vetores em U tais que f(uy) =
ou de forma equivalente “Se u; e ug sdo dois vetores distintos em U, u; # ug, entdo f(uy) #

2) Sobrejetora se Im(f) =V.

I
I

ug), entao u; = uy”
U2

).

3) Bijetora se for injetora e sobrejetora.
Definition 67. Sejam U, V e W trés conjuntos. Dadas duas fungoes f: U — V e g: V — W, podemos definir a
composta de g com [, chamada de g bola f e denotada por g o f, como a funcao definida por

(g0 f)(x) == g(f(x)).

Proposition 68. Sejam U e V dois conjuntos. Se f : U — V é uma fung¢do bijetora, entdo existe uma unica
funcio g : V — U, também denotada por f=, tal que go f(u) = u para todo u € U e f o g(v) = v para todov € V.
Proposition 69. Sejam U e V dois conjuntos. Se existir uma funcio g : V — U tal que

a) fog(v) =v para todo v € V, entao f é sobrejetora.

b) go f(u) =u para todo uw € V, entio f € injetora.

c) Se g satisfizer as duas condigdes acima, entao f e g sao bijetoras.
3.2. Transformacoes lineares e principais propriedades.

Definition 70. Sejam U e V espacos vetoriais sobre F. Uma funcao F : U — V é chamada de transformacgao
linear de U em V se satisfizer:

a) F(uy +uz) = F(u1) + F(ug), para todo uq, ug € U.
b) F(Au) = AF(u), paratodo A e Feu e U.

Algumas propriedades das transformacoes lineares. Consideramos U e V' espagos vetoriais sobre Fe F': U — V
uma transformacao linear.

(1) F(o0) = o, ou seja, F' leva vetor nulo em vetor nulo.

(2) F(—u) = —F(u) para todo u € U.

(3) F(u1 - Ug) == F(Ul) — F(Ug)

(4) Se W & um subespaco de U, entdo a imagem de W por F', F(W), é um subespaco de V.

Proposition 71. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F, U finitamente gerado e F : U — V wma transformagao
linear. Se {uy,...,u,} € uma base de U, entio F estd unicamente determinado pelos valores que assume nesta base.
Ou seja, se G : U — V' é uma outra transformagdo linear e F(u;) = G(u;) para todo j € {1,...,n}, entdo F = G.

Proposition 72. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F, U finitamente gerado e B = {uy, ..., u,} uma base de U.
Dado um conjunto de vetores arbitrdrios em V', {v1,...,v,}, existe uma inica transformagao linear F : U — V tal
que
F(uj) =wv; para todo j € {1,...,n}.
Definition 73. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e F': U — V uma transformacao linear. O niacleo de F,
também chamado de Kernel de F, é o conjunto
Ker(F) ={u € U| F(u) = o}.
Proposition 74. Sejam U e V espacos vetoriais sobre F e F : U — V uma transformagao linear. Entio Ker(F)

é um subespago vetorial de U. Se U for finitamente gerado, entio Ker(F) também é. Sua dimensao é chamada de
nulidade da transformacgao F.

Proposition 75. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e F' : U — V uma transformagio linear. Entdo F €
injetora se, e somente se, Ker(F) = {o}.
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Corollary 76. Sejam U eV espagos vetoriais sobre F e F': U — V uma transformagdo linear. Entdo F é injetora
se, e somente se, F'(u) =0 s6 ocorrer se u=0. Isto é um critério muito dtil para se verificar injetividade.

Theorem 77. (Teorema do Nicleo e da Imagem) Sejam U e V espagos vetoriais sobre F, U finitamente gerado,
e F: U — V wma transformacao linear, entao

dim(U) = dim (Ker(F)) + dim (Im(F)).

Corollary 78. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F, finitamente gerados e de mesma dimensdo. Seja F : U — V
uma transformacao linear. Entdo as sequintes afirmacoes abaizo sdo equivalentes:

(I) F € sobrejetora.

(II) F ¢€ bijetora.

(III) F é injetora.

(IV) F leva bases de U em bases de V.
3.3. Isomorfismos e automorfismos.

Definition 79. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e F': U — V uma transformacao linear. Dizemos que F é
um isomorfismo se F' for bijetora, ou seja, injetora e sobrejetora.

Proposition 80. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F e F' : U — V wuma transformacao linear. Se F for um
isomorfismo, entio F~1 :V — U também é um isomorfismo.

Definition 81. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F. Dizemos que eles sdo isomorfos se existir uma transfor-
macao linear bijetora F': U — V, ou seja, se existir um isomorfismo F : U — V.

Definition 82. Seja U um espago vetorial sobre F e F' : U — U uma transformagao linear. Dizemos que F' é um
automorfismo se F' for bijetora, ou seja, se F' for um isomorfismo.

Theorem 83. Sejam U eV espagos vetoriais sobre F finitamente gerados. Entio U ¢é isomorfo a V se, e somente
se, dim(U) = dim(V).

Corollary 84. Todo espago vetorial de dimensdo finita é isomorfo a F™ para algum n € {0,1,2,...}. Note que por
convengdo FO = {0}, ou seja, o espaco vetorial que s6 contém o vetor nulo.

3.4. A algebra das transformacgoes lineares e sua representagao matricial.

Definition 85. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F. Denotamos por L(U,V) o conjunto das transformagoes
lineares de U em V. Se U =V, entdo denotamos L(U, V) simplesmente por L(U).

Definition 86. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F. Se F,G € L(U,V), entao definimos F+ G : U — V a
funcao dada por
(F+G)(u) = F(u) + G(u).
Definimos a fungao AF': U — V como a funcao
(AF) (u) = A\F(u).
Proposition 87. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F. Se F,G € L(U,V), entao F + G € L(U,V) e A\F €
LU, V).

Proposition 88. Sejam U e V espagos vetoriais sobre F. Entdo as operagoes + : L(U, V) x L(U,V) — L(U,V)
e.:Fx LWUYV)— L(U,V) definidas anteriormente tornam L(U,V) um espago vetorial. O elemento neutro é a
transformagao linear nula. Ela leva todos os elementos de U no vetor nulo.

Proposition 89. Sejam U, V e W espagos vetoriais sobre F. Se F € L(U,V) e G € L(V,W), entao
GoF € L(UW),
ou seja, a composicao de transformacoes lineares também € uma transformacdo linear.
Proposition 90. Sejam U, V, W e Z espacos vetoriais sobre F. Entao
(I) Se Fe LU, V), Ge L(V,W) e He L(W,Z), entio (HoG)o F = Ho (Go F).

(II) Se Iy € L(V) é a identidade em V (Iy(v) = v para todo v € V) e Iy € L(U) € a identidade em U
(Iy(u) = u), entio para qualquer F € L(U,V) temos que Foly =F elyoF =F.
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(III) Se F, G € L(U,V) e H €e L(V,W), entdo Ho (F +G) =HoF+HoG. SeGe L(U,V) e F,H € L(V,W),
entio (FF+ H)oG=FoG+ HoQG.

(IV) Se F e L(U,V) e G € L(V,W), entio A(Go F) = (AG) o F = G o (A\F).

Corollary 91. Seja U um espago vetorial sobre F. Logo a composi¢io define uma operagao o : L(U)xL(U) — L(U).
Assim L(U) é um espago vetorial em que wma terceira operag¢do o estd definida satisfazendo:

1) Ao(BoC)=(AoB)oC.

2) M(AoB)=(AA)oB= Ao (\B).

3) Ao(B+(C)=AoB+AoCe(A+B)oC=AoC+BoC.
4)IoA=Aol=A, em que I é a transformagao identidade de U.

Qualquer espaco vetorial que tem uma terceira operagdo que satisfaz estas propriedades é chamado de dlgebra
(ou dlgebra linear) com unidade.

Definition 92. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados sobre F de dimensoes n e m, respectivamente.
Dadas uma base ordenada B = (uy,...,u,) do espaco vetorial U, uma base ordenada C' = (v1,...,v,,) do espago
vetorial V' e uma transformacao linear F': U — V. Sabemos que F' estd completamente determinada pelos valores
que assume na base B. Como F(u;) € V, entdo cada F(u;) pode ser escrito de maneira tnica pelos elementos de
C. Assim

F(Ul) = (11V1 +...+am1vm m
: , ou simplesmente F'(u;) = Z Q0;.
F(uy) = a1pv1 + oo + QrnUm i=1
Em termos matriciais
a1 v Qin
(F(u)...F(un)) = (v1...0)
(07951 e Omn

A matriz Fpe = (o) é chamada de matriz de F em relagao as bases B e C. Se U =V e B = C também
usamos a notagao Fg = Fpp.

Proposition 93. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados sobre F de dimensées n e m, respectivamente.
Dadas uma base ordenada B = (uq,...,u,) do espago vetorial U, uma base ordenada C = (v1,...,vy,) do espago
vetorial V' e wma transformacdo linear F : U — V, entao a aplicagio R : L(U, V) = My, «n(F) que associa a cada
transformagio F € L(U,V) a sua representa¢ao matricial é um isomorfismo entre os espagos vetoriais L(U, V) e
My xn(F). Em particular dim(L(U,V)) = mn.

Corollary 94. Sejam U um espago vetorial finitamente gerado sobre F de dimensdo n e B uma base ordenada de
V, entio R : L(U) — M, (F) é um isomorfismo.

Proposition 95. Sejam U eV espagos vetoriais finitamente gerados sobre F, B = (uq, ..., up,) uma base ordenada
de U e C = (v1,...,vm) uma base ordenada de V. Consideramos F : U — V uma transformagdo linear, cuja matriz
em relagio a B e C é Fpc. Se uw € U tem matriz de coordenadas Xp em relacao a base B, entdo F(u) tem matriz
de coordenadas Yo = FpecXp em relagao a base C'.

Proposition 96. Sejam U e V espagos vetoriais finitamente gerados sobre F e F : U — V uma transformacio
linear. Dadas duas bases ordenadas B e B’ de U e duas C e C' de V. entdo

Fpcr = Ilcc Felp B,
em que estamos usando a motacdo usual: Ip'p € a matriz de mudanca de base B para B', Icc: é a matriz de

mudanga de base C' para C, Fgc € a matriz que representa a transformagao F nas bases B e C, Fp/c: € a matriz
que representa a transformac¢io F nas bases B’ e C'.

Corollary 97. Seja U um espago vetorial finitamente gerados sobre F e F' : U — V uma transformagio linear.
Dadas duas bases ordenadas B e B’ de U, entdo
Fp = Ipp Fplpp,

em que estamos usando a notacdo usual: Ip'p é a matriz de mudanca de base B para B’, Igp: é a matriz de
mudancga de base B’ para B, Fg é a matriz que representa a transformacgio F na base B , Fg é a matriz que
representa a transformacio F' na base B’.
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Definition 98. Sejam A e B € M, (F). Dizemos que A e B sdo matrizes semelhantes se existe M € M, (F),

inversivel tal que
A=M"'BM.
Usamos a notagdao A = B.

Proposition 99. A semelhan¢a é uma relagdo de equivaléncia em M, (F), isto é:
1) A= A.
2) Se A=~ B, entio B = A.
3) Se A= B e B=C, entio A= C.

Proposition 100. Seja U um espago vetorial finitamente gerado sobre F e B uma base de U. Dado F : U — U
uma transformacdo linear e Fg sua representacdo na base B. Entdo se Fg é semelhante a uma matriz A, entdo
A = Fp' para alguma base B’ de U.

Proposition 101. Sejam U, V e W espagos vetoriais finitamente gerados sobre F. Sejam dadas bases ordenadas
B = (u1,....,un) de U, C = (v1,...,05,) de V e D = (w1, ..., wp,) de W. Se F € L(U,V) € uma transformagdo linear
com matriz Fgc na base B e C e G € L(V,W) é uma transformagao linear com matriz Gop na base C e D, entdo
G o F é uma transformacao linear, cuja matriz nas bases B e D é dada por

(GOF)BD = GCDFBC~

Corollary 102. Sejam U e V espacos vetoriais finitamente gerados sobre F e B e C' duas bases ordenadas de U e
V', respectivamente. Se F': U — V' é um isomorfismo, entdao a sua matriz Fpc nas bases B e C tem inversa. Sua
muversa é (FBC)_1 = (F’l) CB, em que (Ffl) cB € a matriz de F~1 nas bases C e B.

Proposition 103. Sejam U e V' espagos vetoriais finitamente gerados sobre F e F : U — V uma transformagao
linear. Dadas bases B de U e C de V, entao se Fpc € inversivel, podemos concluir que dim(U) = dim(V) e F é
um 1somorfismo.

Corollary 104. Seja U um espago vetorial finitamente gerado sobre F e B uma base ordenada de U. Assim a fungdo
R : L(U) — M,(F) que associa a cada transformacao linear d sua representa¢ao matricial em relagio a B é um
isomorfismo de dlgebras, ou seja, é um isomorfismo de espagos vetoriais e além disto satisfaz R(FoG) = R(F)R(G)
e R(I) = I,,.

3.5. Espago dual.

Definition 105. Seja V um espaco vetorial sobre F. Chamamos as transformacoes lineares F' : V — F, em que
estamos considerando F como um espago vetorial sobre F, de funcionais lineares. O espaco de todos os funcionais
lineares de um espaco vetorial V', ou seja, L(V,F), é chamado de espago dual de V e também ¢é denotado por V*.

Proposition 106. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F. Se B = (uq, ..., uy) € uma base ordenada
de V', entdo existe wma tnica base B* = (f1,..., fn) de L(V,F) = V* tal que

1, set =73
filuj) = b ::{ 0, sei#£j

Esta base é chamada de base dual de B. Para a base dual usamos a notagiao B*.

Proposition 107. Seja V um espago vetorial, B = (uy,...,u,) uma base ordenada de V e B* = (f1,..., fn) sua
base dual. Se F € V* € um funcional linear qualquer, entdao

Assim suas coordenadas na base dual sao (F(uy),..., F(uy)).



