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Como sempre F é R ou C. Se z € C, entdo z denota o complexo conjugado de z. Se z € R, entdo z = z.
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1. EspA¢Oos com PRODUTO INTERNO.
1.1. Produtos internos e normas.

Definition 1. Seja V um espago vetorial sobre F (F igual a R ou C). Um produto interno sobre V' é uma fungéo
(,) : V xV — F que satisfaz as seguintes propriedades:

1) (u+ v, w) = (u, w) + (v, w) para todos os u, v € w pertencentes a V.
2) (\u,w) = X {u,w), YA € F,u,w € F.
(u,v) = (v,u), Yu,v € V.

3
4) (u,u) € Re (u,u) >0 seu+#o.

(
(
3) (u,
(

Notemos que se F = R, entdo a propriedade (3) fica (u,v) = (v, u).

Example 2. (1) Em F” o produto interno usual é

n
<('T1a ,In) ) (y17 7yn)> = l’lﬁJF I‘n% = Z‘TJE
j=1

(2) Seja C(U,F) o conjunto das fungoes continuas f : U — F, em que U C R™ é um conjunto aberto. O produto
interno usual é

() = [ st
U
(3) Seja P,,(F) o conjunto dos polindmios em F de grau menor ou igual a n. Um exemplo de produto interno é

b
mm:/ﬂ%@%

em que a <t < be aebsiao nimeros reais.
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(3) Em M, xn(F) o produto interno usual é
(A,B) =Y "> AyBj; = Tr(AB"),

em que (B¥),, = Bj; e Tr: M,,(F) — F é o funcional linear dado por Tr(A) = Y"1, A;;. Ele ¢ chamado de traco.

Proposition 3. Todo espaco vetorial V' finitamente gerado sobre F admite wm produto interno. De fato, se
B = {vy,...,0,} € uma base de V, entdo um produto interno de V €é dado por

(11 + oo+ @V, P1U1 F o+ BnUn) = @1y + oo+ @B

Proposition 4. O produto interno satisfaz as sequintes propriedades:

1) {o,u) = (u,0) =0, para todo u € V. o denota o elemento neutro.
2) (u,av) = a(u,v) Va € F, u,v € V.
3) (u,v + w) = (u,v) + (v, w) Yu,v,w € V.

Corollary 5. O produto interno pode ser definido como uma fungao (.,.) : V. x V. — F tal que
(1) E linear do lado esquerdo (ou + fv,w) = o (u,w) + B (v,w), Va, B € F e Yu,v,w € V.
(2) E anti-linear do lado direito (u,av + Bw) = @ (u,v) + B (u,w), Vo, B € F e Yu,v,w € V.
(8) (u,v) = (v,u), Yu,v € V.

(4) {u,u) € R e (u,u) >0 se u#o.
No caso em que F =R, o produto interno é linear do lado direito.

Proposition 6. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita. Se B = {v1,...,v,} €é uma base de V, entio um
produto interno de V' é completamente determinado pelos seus valores na base B. Isto €, se (.,.); e (.,.)y sGo dois
produtos internos tais que (vi,v;), = (vi,v;), Vi,j, entdo os dois produtos internos sao iguais.

Remark 7. A matriz A = ((v;,v;)) ;; € auto-adjunta, pois 4;; = (v;,v;) = m =A; = A
Definition 8. Seja V um espago vetorial sobre F. Uma norma em V & uma funcéo ||.|| : V — [0, oo[ que satisfaz
1) |lu]| = 0 se, e somente se, u = o.
2) |lou|| = |a|lul|, Vo € F e Vu € V.
3) Jlu+ | < |ul| + ||v], Yu,v € V.
Um espago vetorial V' com uma norma ||.|| € chamado de espago normado.

Proposition 9. Seja V um espago vetorial normado sobre F. Entdo a sequinte desigualdade vale

ull = {lolll < llu=wvll,Vu,v € V,

em que ||.|| € a norma em relagdo ao produto interno.

Definition 10. Seja V um espaco vetorial sobre F com produto interno. A norma ||.|| em relacdo ao produto
interno é a fungdo ||.|| : V — [0, oo dada por
l[ull = v/ {u, u).

Proposition 11. (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se V' é uwm espago vetorial com produto interno, entdo:

[(w, v) < [[ulll|v]], Vu, v € V.

Proposition 12. Seja V um espago vetorial sobre F com produto interno. A norma ||.| em rela¢io ao produto
interno (.,.) € de fato uma norma. Ou seja, satisfaz:

1) ||lul]l =0 se, e somente se, u = o.
2) lou|| = |o||jul|, Vo € F e Vu € V.
3) llu+oll < flull + [[of], Yu,v € V.
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Example 13. Alguns exemplos de normas em relagdo a produtos internos sao

1) Em F™:

(@1, 20)| = V1P + o+ [l

2) Em C(U,F), fungbes continuas f : U — F, em que U C R™ é um conjunto aberto:

= (/ If(t)Ith)é-
1l = ( / b |f<t>|2dt> g

>S4 = /Tr(Ax A).

j=1i=1

3) Em P, (F):

4) Em My (F):

1Al =

Alguns exemplos de normas que ndo vém necessariamente de produtos internos sao

1) Em F™
(1, @)l = [2a] + o |2,
o1zl = _max (o]}
1
(1, e )l = (1) + o+ f2a]?) 7

em que 1 < p < oo.

2) Em C(U,F), fungdes continuas f : U — F, em que U C R™ é um conjunto aberto:

1l = /U f () d.
11l = sup{l ()], = € U}.

1= (. If(x)l”dx>;.

Definition 14. A norma de um espago vetorial V' define uma distanciaem V', d: V x V — [0, 0o, ou melhor, uma
meétrica dada por

d(u,v) = [Ju —vl|, Yu,v € V.
O espaco vetorial V' com a métrica d se torna um espago métrico. As propriedades da métrica sio:
(1) d(u,v) > 0 e d(u,v) = 0 se, e somente se, u = v.
(I1) d(u,v) = d(v,u).
(I1I) d(u,v) < d(u,w) + d(w,v), Yu,v,w € V.

Proposition 15. Seja V' um espago vetorial, (.,.) : V x V — F um produto interno e ||.| : V' — [0, co[ uma norma
que vem deste produto interno. Entdo

[{(u, v)| = |lu]|||v|| <= {u,v} € um conjunto L.D..
Proposition 16. Seja V um espago vetorial com produto interno e ||.| uma norma que vem deste produto interno.
Entao vale a regra do paralelogramo:
[l + ]|+ [lu = of* = 2[ju|* +2[|v]|*.

Corollary 17. Nem todas as normas vém de um produto interno. Basta verificar que algumas normas dos exemplos
dados nao satisfazem a regra do paralelogramo.
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Proposition 18. Seja V um espago vetorial com produto interno sobre F. Se ||.|| é uma norma que vem do produto
interno, entao o produto interno pode ser escrito em termos de sua norma.
Se F =R, entao

(w,v) = 7 (lu+v)* = flu—v]?).

o] =

Se F = C, entao
1 . . . .
(u,0) = 7 (e + ol + illu + vl = iflu — v ]|* = flu = ]?).

Corollary 19. Se ||.|| : V — [0,00[ € uma norma que vem de um produto interno (.,.), entdo o produto interno
(.,.) estd completamente determinado por ||.||. Logo ||.|| ndo pode vir de 2 produtos internos distintos.

Definition 20. Seja V um espago vetorial sobre R com produto interno. Definimos o dngulo entre os vetores
u,v € V como o unico niamero entre 0 e T que satisfaz

cos(6) {u.v).

ol
1.2. Ortogonalidade e ortonormalidade.

Definition 21. Seja V' um espago vetorial sobre F com produto interno. Dizemos que dois vetores u e v € V' sdo
ortogonais se (u,v) = 0. Usamos a notacdo u L v para dizer que os dois vetores sdo ortogonais. Um conjunto
S C V é ortogonal se todos os elementos de S sao ortogonais entre si. Dizemos que um conjunto S é ortonormal se
todos os elementos de S sdo ortogonais entre si e tém norma 1. Assim S = {uq,...,u,} é ortogonal se (u;,u;) =0
para i # j e é ortonormal se (u;, u;) = 6;j.

Proposition 22. Seja V um espaco vetorial sobre R com produto interno. Dois vetores u e v sdo ortogonais se
um dos dois for igual a zero ou se ambos sio diferentes de zero e formam um dngulo de 5.

Proposition 23. Seja V' um espago vetorial sobre F com produto interno. Todo conjunto ortogonal S = {g1, 92, ...,9r} C
V' composto de vetores nio nulos é linearmente independente (L.1.). Em particular todo conjunto ortonormal é L.1..

Corollary 24. Seja V um espago vetorial sobre F de dimensio n com produto interno. Se S C V € um conjunto
ortonormal, entdo S tem no mdzimo n elementos.

Definition 25. Seja V' um espaco vetorial finitamente gerado sobre F com produto interno. Uma base ortonormal
B de V é um conjunto B de V' que é uma base e é um conjunto ortonormal.

Lemma 26. Seja V um espago vetorial sobre F com produto interno e S = [vq,...,v,] um subconjunto arbitrdrio
de V. Seja v € V um vetor qualquer. Entao v é ortogonal a todo vetor de [S] = [v1,...v.] se, e somente se, v é
ortogonal a todo vetor v;, i =1,...,r.

Lemma 27. Seja V' um espago vetorial sobre F com produto interno e S = {g1, ..., gr} CV um conjunto ortonormal
de V. Seu eV, entao

u— <uagl> g1 — ... — <’U/,g7.> gr
é ortogonal a todo vetor de [S].

Theorem 28. (Processo de ortonormalizagao de Gram-Schmidt). Todo espago vetorial com produto interno sobre
F de dimensdo n, com n > 1, admite uma base ortonormal.

O meétodo de ortonormalizacdo: Seja V' um espago vetorial sobre F e B = {v1, ..., v,} uma base de V. Para achar
uma base B = {by, ..., b, } ortonormal devo:
(1) Achar b; por
U1
1= 77
[[v1]
(2) Achar by por
vy — (v2,b1) by
[[v2 = (v2,b1) b |

3) Repetir o processo n vezes, achando cada b; pela férmula abaixo:
j

by =

_ v = 01) by — = (v, 051) b
b; = .
[vj — (v, 01) b1 — .. = (vj,b5-1) bj—1]]



RESULTADOS DADOS EM SALA DE AULA. 5

Corollary 29. Seja V um espago vetorial sobre F de dimensdo n # 0. Se (.,.) € um produto interno de V, entdo
existe B = {v1,...,v,} base de V tal que
(11 + oo+ @V, B1U1 F oo+ BrVn) = @1y + oo+ @B

De fato B € qualquer base ortonormal de V.

Proposition 30. Seja V' um espago vetorial sobre F e B = (vy,...,v,) uma base ortonormal ordenada de V. Se
v eV, entao v pode ser escrito como

v =(v,01) V1 + ... + {V, V) Uy.

Assim as coordenadas de v na base B sio ({v,v1), ..., {v,0,)).

Proposition 31. Seja V' um espago vetorial e B = {vy,...,v,} uma base ortonormal de V. Assim se v € V, entdo

loll = /1w, v0) 2 + . + [0, o) -

Esta ¢ a chamada identidade de Parseval.

Definition 32. Seja V um espacgo vetorial sobre F com produto interno. Seja U C V um subespaco vetorial de V.
O complemento ortogonal de U, denotado por U=, é o conjunto

Ut ={veV;{wu) =0,YuecU}.

Proposition 33. Seja V um espago vetorial de F com produto interno. Se U € um subespaco, entdo o seu
complemento ortogonal U+ também € um subespago de V.

Proposition 34. Seja V um espago vetorial com produto interno finitamente gerado sobre F. Se U C 'V € um
subespaco vetorial de V, entao V =U @ U+, ou seja, V=U +U+ e UNU* = {o}.

Corollary 35. Se V' é um espago vetorial finitamente gerado com produto interno e U C V' € um subespago vetorial,
entdo (UJ-)J' =U.

Proposition 36. (Teorema do completamento para bases ortonormais) Seja V. um espago vetorial com produto
interno de dimensdo n > 1. Se {uy,...,u,.} CV é um subconjunto ortonormal de V' com r vetores e r < n, entdo
existem n — r vetores Upi1,...,un € V tais que B = {uq, ..., Up, Upi1, ..., U} € uma base ortonormal de V.

Definition 37. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno e U C V um subespago de V.
Se B ={g1,...,9-} é uma base ortonormal de U, entdo definimos um operador linear £ : V' — V pela féormula

E(v) = (v,91) 91 + .. + (v, 9r) gr-
E ¢ chamado de projegao ortogonal e o vetor E(v) é chamado de projecao ortogonal de v sobre o subespago U.

Proposition 38. Seja V um espaco vetorial com produto interno de dimensao finita e U C V um subespago de V.
A projecao ortogonal sobre o subespaco U satisfaz E?> = E ¢ E* = E. Além disso, E independe da base ortonormal
utilizada para defini-la. As sequintes propriedades valem:

P1) Im(E) = U.
P2) Ker(E) =U+*.
P3) Ely = I|u.

P4) Elyr =0y
P5) Seja v € V, entio v pode ser escrito de maneira tinica como v = u + u, com u € U e u € U*, pois
V=UaU". Assim
E(v) = E(u+ut) = u.

1.3. Isometrias.

Proposition 39. Sejam V e W espacos vetoriais com produto interno sobre F finitamente gerados. SejaT : V. — W
uma transformacao linear. Se Ve W possuem produtos internos (.,.); e (.,.)y, cujas normas sao ||.||1 e ||.||2, entdo
existe C' > 0 tal que

IT(u)]2 < Cllulls-

Remark 40. Para quem estiver estudando espacos métricos, a desigualdade acima nos diz que 7' : V' — W é continua
nas métricas dadas pelas normas ||.||; e ||.]|2-



RESULTADOS DADOS EM SALA DE AULA. 6

Proposition 41. Sejam V e W espagos vetoriais sobre F finitamente gerados, de mesma dimensdao e com produto
interno. Logo uma transformagao linear T : V. — W € wm isomorfismo se, e somente se, existir constantes C' e
C" > 0 tais que

Clully < IT@)]2 < Cllull,
em que ||.|}1 e ||.]|l2 sd@o as normas que vém dos produtos internos de V. e W, respectivamente.

Definition 42. Seja V um espago vetorial de dimensdo finita sobre F com produto interno e 7' : V. — V uma
transformacao linear. Dizemos que T : V' — V & uma isometria se

1T ()| = f[ull,Yu €V,
em que |.|| é a norma vinda do produto interno.

Proposition 43. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F com produto interno e T : V — V uma
isometria. Logo T € um isomorfismo.

Proposition 44. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F com produto interno e T : V — V uma
transformacao linear. Entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) T é uma isometria.

(i) (T (u), T (v)) = (u,v) Yu,v € V.

(iii) T leva bases ortonormais em bases ortonormais.

Definition 45. Uma matriz T' € M, (F) é ortogonal se T'T = TT* = I,,, em que T}; = T}; ¢ a matriz transposta.
Uma matriz T' € M,,(C) ¢ unitaria se T*T' = TT* = I,,, em que T}; = Tj;.

Proposition 46. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F com produto interno e T : V — V uma
transformagdo linear. Para qualquer B = {g1,...,gn} base ortonormal temos que T € isometria se, e somente se,
T € uma matriz ortogonal (se F = R) ou unitdria (se F = C).

Proposition 47. Seja A € M,(R). Logo A é wma matriz ortogonal se, e somente se, suas linhas sio vetores
ortonormais de R™. Isso ocorre se, e somente se, as colunas sio vetores ortonormais de R".

Da mesma forma, seja A € M,(C). Logo A é uma matriz unitdria se, e somente se, suas linhas sdo vetores
ortonormais de C™. Isso ocorre se, e somente se, as colunas sao vetores ortonormais de C".

1.4. Transformagées lineares (operadores) adjuntos e auto-adjuntos.

Definition 48. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F com produto internoe A : V. — V uma
transformacao linear. Entdo existe uma unica transformacao linear A* : V' — V' chamada de adjunta de A, tal que

(A(u),v) = (u, A*(v)), Vv € V.

Proposition 49. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F com produto interno, A :' V — V uma
transformagdo linear e B uma base ortonormal de V. Logo a matriz de A* em relagdo a base B, A}, é a matriz
adjunta de A, ou seja, (A*)Bij = Apj; se F = C. A matriz de A* em relagio a base B, A%, é a matriz transposta
de Ag, ou seja, (A*)Bij = Apj; seF =R.

Definition 50. Seja V um espaco vetorial sobre F com produto interno e A : V' — V uma transformacao linear.
Dizemos que A é auto-adjunto se sua adjunta A* existir e A = A*, ou seja,

(A(u),v) = (u, A(v)) ,Vu,v € V.
Definition 51. Uma matriz A € M, (F) é simétrica se A = A’. Ela é dita auto-adjunta se A = A* e F = C.

Proposition 52. Seja V um espago vetorial de dimensio finita sobre F com produto interno, A :' V. — V wuma
transformagao linear e B uma base ortonormal de V. Logo A é auto-adjunto se, e somente se, a sua matriz em
relagdo a base B, Ap, é uma matriz simétrica (se F =R) e é uma matriz auto-adjunta (se F = C).

Example 53. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre F com produto interno e W C V um subespago
vetorial. Logo a projecao ortogonal sobre W é um operador auto-adjunto.
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2. DETERMINANTES.

2.1. Definicao da fungao determinante. Existéncia e unicidade do determinante. Escrito de forma con-
cisa, o determinante pode ser definido da seguinte forma.

Definition 54. O determinante de matrizes M, (F) é a unica funcdo det : M, (F) — F tal que
1) det(A) = 0se A € M,,(F) tem duas linhas iguais.
2) det(1,,) = 1.

3) det é linear como funcdo de cada uma das linhas das matrizes. Assim

11 qn 11 ... Oqp a1 ... Oqp
det caq + dﬁzl Lo. COyp + dﬁzn = cdet Qi1 N [677%% + ddet Bil . an
[67°%1 e Qpn Ap1 .. Opnp Ap1 .. QOpnp

A fim de estudar melhor os determinantes, estudamos cada uma das propriedades acima separadamente. Usare-
mos a seguinte notacdo. Se A € M, (F) é dada por

@11 ... Oip
A =

Ap1 .. Qpnp

entdo denotamos A; = (1 ...q;,) a i-ésima linha de A. Escrevemos também A = (A44,...,A4,), ou seja, A é a
matriz cujas linhas sdo A;.

Definition 55. Uma funcdo f : M, (F) — F é n-linear se para cada linha i, em que 1 < i < n, f é uma fungao
linear da i-ésima linha quando as outras n — 1 linhas sdo mantidas fixas. Usando a notagdo acima, podemos dizer
que f é m-linear se para cada i temos que as seguintes relagoes sao validas.

f(AL, . A+ By oy Ap) = f(A1, o Ay oo Ap) + f(A1, 0 By o Ay,
f(Al, veny CAi, ,An) = Cf(Al, cony Ai, ,An)
Proposition 56. Uma combinagdo linear de fungoes n-lineares é n-linear.

Proposition 57. Seja f : M, (F) — F uma func¢ao n-linear. Logo as seguintes afirmagoes sao equivalentes

(i) f(A) = 0 para qualquer matriz A € M, (F) que possua duas linhas iguais. (f(Ai1,...,A,) = 0 sempre que
A; = Aj para algum i # j).

(it) f(A) = —f(A") se A" é obtida de A por uma tnica permutacdo de linhas. (f(A1,...,A;, ..., Aj, ..., Ay) =
—f(A1, ., Aj, L A AR)).

Definition 58. Seja f : M, (F) — F uma fungao n-linear. Dizemos que f é alternada se as condi¢oes abaixo sdo
satisfeitas (basta verificar uma delas, ja que elas sdo equivalentes):

(i) f(A) = 0 sempre que duas linhas de A forem iguais.
(ii) f(A) = —f(A’) se A’ & obtida fazendo uma permutagio de 2 linhas de A.
Podemos assim reescrever a definicdo de funcao determinante.

Definition 59. Uma fun¢io determinante em M, (FF) é uma funcdo det : M,,(F) — F tal que f é n-linear alternada

e f(I,) =1.

Definition 60. Se n > 1 e A é uma n X n matriz, vamos definir A(i|j) a matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de
A retirando a i-ésima linha e a j-ésima coluna. Se f é uma fun¢do (n — 1)-linear e A € M, (F), entdo definimos

fig : Mo (F) — F por fi;(A) = f(A(il5))-

Lemma 61. Se f: M,,_1(F) = F é (n — 1)—linear, entdo f;; : M,,(F) — F ¢ linear em todas as linhas menos na
1-€sima.



RESULTADOS DADOS EM SALA DE AULA. 8

Lemma 62. Se f: M, _1(F) = F é (n — 1)—linear, entio a fungio g : M, (F) — F dada por
9(A) = Aij fi5(A)
é n-linear.

Lemma 63. Seja A € M, (F). Se a linha k de A é igual a linha | de A, ou seja, Ay, = A; el > k, entdo a matriz
A(k|j) é obtida da matriz A(l|j) por l — k — 1 permutagdes das linhas.

Theorem 64. Sejan >1 e f: M,_1(F) = F uma fun¢io (n —1)-linear alternada. Logo a fungio E; : M, (F) - F
definida por

i(A) = Z(_l)i+injfij(A)

i=1
é uma fungdo n-linear alternada. Se f: M, _1(F) — F € uma fun¢do determinante de M, _1(F), entdo E; é fungao
determinante de M, (F).

Corollary 65. (Ezisténcia do determinante) Para todo inteiro n > 1, existe ao menos uma funcgao f: M, (F) - F

determinante. Notemos ainda que
n

det(A) = S (~1)™ A, det (A)).
i=1
Pela unicidade do determinante (proposicdo que serd enunciada mais adiante) a formula acima independe de j
escolhido. E chamado de desenvolvimento do determinante pela j-ésima coluna.

Usaremos agora a notacgao ¢; = (1,0,0,...,0), e2 = (0, 1,0,...,0),..., €, = (0,...,0,1) para denotar as linhas da
matriz identidade. Se A = (A, ..., A,) € M, (F) entdo as linhas A; sdo A; = (A1, .., Ain) = Ajter + ... + Ajpen.
Assim temos:

Proposition 66. Seja [ : M, (F) — F uma fun¢do n-linear. Logo

f(A) = Z Z A1k1~~~Ankﬂ,f(€k1,~~-,6kn)-

k1=1 kn=1

Definition 67. Uma seqiiéncia (k1,...,k,) em que k; € {1,...,n} para todo ¢ é chamada de permutagdo de grau
n se todos os k; forem distintos. De forma equivalente podemos definir: uma permutac¢ao de grau n é uma fun¢ao
f:A{1,...,n} = {1,...,n} bijetora. Assim dado uma fun¢io f bijetora temos a seqiiéncia (f(1),..., f(n)) e dado uma
seqiiéncia (kq, ..., k), podemos definir uma fungao bijetora f : {1,...,n} — {1,...,n} tal que f(i) = k;. (Na verdade,
lembrando a defini¢do de seqiiéncia tudo o que foi dito acima é equivalente). Usaremos a notagdo o para denotar
uma permutacgao o : {1,...,n} — {1,...,n}. Assim o = (01, ...,0,).

Definition 68. Denotamos por S,, o conjunto das permutagoes de grau n.

Definition 69. Dizemos que uma permutagdo (k1, ..., k,) foi obtida de uma outra permutagao (1, ...,1,) por uma
transposicao se (ki, ..., ky,) foi obtida de (I3, ...,1,,) apenas pela troca de dois nameros.

Proposition 70. Toda permutacdo de grau n, (o1, ...,0,), pode ser obtida de (1,2,...,n) por wm nimero finito de
transposigoes.

Proposition 71. Se (01,...,0,) foi obtido de (1,2,...,n) por m e por q transposi¢oes, entdo (—1)™ = (=1)7. O
nimero (—1)™ é chamado de sinal da permutacdo o, sign(o).

Theorem 72. Eziste uma unica funcao determinante em M, (F). Ela é dada por

det(A) = Z sign(o)A1py - Ano, -
oESy,
Além disso, se f: M, (F) = F é uma fun¢ao n-linear alternada, entao

f(A) = det(A)f(In).
Example 73. O determinante em M>(F) é dado por

aip a2
det = Q11022 — A120271.
a1 Qa22
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O determinante em M3(F) é dado por

a11  aiz2 a13
det a21 ag292 Q23 =
a31 as2 ass

= 011022633 + 012023031 + A13G21G32 — 313022031 — G11G23032 — G12021033-

Note que posso calcular o determinante de matrizes 3 por 3 usando a figura abaixo

ailr a2 ais a1l a2
a21 Ag22 (23 a1 a2
a31 asz G33 a1 as2

Basta somar as diagonais que vao da esquerda para a direita e subtrair as diagonais que vao da direita para a
esquerda.

2.2. Propriedades do determinante.

Theorem 74. Seja det : M, (F) — F o determinante em M, (F). Logo para A € M, (F) e B € M, (F) temos
det(AB) = det(A) det(B).

Corollary 75. Seja A € M, (F) inversivel, entdo det(A) # 0 e det(A~!) = det(A)~!.

Corollary 76. Seja A € M, (F) semelhante a B € M, (F), entdo det(A) = det(B).

Proposition 77. Seja A € M, (F) uma matriz arbitriria, entao det(A") = det(A).

Corollary 78. Seja T € M, (R) uma matriz ortogonal e U € M, (C) uma matriz unitdria. Logo |det(T)| =1 e
|det(U)| = 1.

2.3. Calculando determinantes.

Proposition 79. Se fizermos operagoes elementares sobre as matrizes os determinantes mudarao da sequinte forma:
(1) Permutagao de duas linhas. O determinante muda de sinal.
(I1) Multiplica¢io de uma linha da matriz por um A € F, A\ # 0. O determinante é multiplicado por A € F, X # 0.

(III) Somar uma das linhas da matriz por um mailtiplo de outra linha. O determinante permanece o mesmo.

Lemma 80. Seja A € M,.(F) e I, € My(F) a identidade, com r + s =n. Logo

A 0
det( 0 I > = det(A).
Lemma 81. Seja A € M. (F), B € M,«s(F) e Iy € Ms(F) a identidade, com r + s = n. Logo

A B
det( 0 I, ) = det(A).

Proposition 82. Seja M € M, (F) uma matriz n por n da forma
A B
we(d o)
em que A € M, (F), B € M,«s(F) e C € Ms(F), com v+ s =n. Logo det(M) = det(A) det(C).
Corollary 83. Sejam A; € M, (F) e Bij € M, x,,(F). Logo

Ay B Bis ... Bi,
0 As Bos

det 0 0 Az ... = det(Ay)...det(A4,).
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Corollary 84. Seja A uma matriz triangular

ailr a2 @13 ... Qin

0 a2 a0

A= 0 0 ass
0 Ann

Logo det(A) = a11...ann.-
Proposition 85. Se A € M,.(F), C € M(F) e B € Myy,(F), entdo

det [ &9} = det(A) det(C),
(7 &) =detaden(c)

B C
Corollary 86. Sejam A; € M, (F) e Bij € My, x,,(F). Logo
Ay 0 0o ... O
Bgl A2 0
det B31 B32 A3 ‘e = det(Al) det(An)
B, ... A,
Seja A uma matriz triangular
all 0 0 0
az aze 0
A= a3z as2 ass
[¢2%%} SN QAnn

Logo det(A) = aq1..-ann.-

Assim vemos que uma forma de calcular o determinante de matrizes é usando operacoes elementares até deixar a
matriz na forma triangular. Deve-se tomar cuidado caso for permutar linhas ou multiplica-las por constantes, pois
neste caso o determinante muda.

2.4. Determinantes e a dependéncia e independéncia linear.
Proposition 87. Seja A € M, (F). Se as linhas de A forem L.D., entdo det(A) = 0.
Proposition 88. Seja A € M, (FF). Entdo A é inversivel se, e somente se, det(A) # 0.

Proposition 89. Seja V um espago vetorial finitamente gerado e B = {vy,...,v,} uma base de V. Seja C =
{u1,...;un} CV. Logo C € uma base se, e somente se, det(A) # 0 em que A é definido abaizo

a1 ... QA1p

A:

Apl  -.. Qpn
com
U1 = 1101 + ... + an1Vn

Up = A1pV1 + ... + GpnUn

Definition 90. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F e T : V' — V uma transformagio linear.
Definimos det : L(V) — F como det(T) := det(Tg), em que T é a matriz de T em relagdo a uma base B. Este
nimero independe da base B escolhida e é chamado de determinante de T.

Proposition 91. Seja V um espaco vetorial finitamente gerado sobre F e FF : 'V — V e G :' V — V duas
transformacdes lineares. Logo valem as sequintes propriedades

1) det(F o G) = det(F) det(G).
2) Seja I:V —V a aplicagdo identidade (I(v) =v Yv € V), entdo det(I) = 1.
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3) det(F') # 0 se, e somente se, F' é um automorfismo.

2.5. A forma de inversao de matrizes usando a matriz dos cofatores.

Definition 92. Seja A € M,,(F) uma matriz quadrada n por n. Definimos o i, j cofator de A como o elemento
Cij = (=1)"7 det(A(i]))-

Proposition 93. Se j #k, entio Y, CixA;j =0. Logo Y1 | CiyA;j = 6 det(A).

Definition 94. A matriz adjunta classica de A € M,,(F) é a transposta da matriz dos cofatores de A, ou seja,

adj(A)i; = Cji = (=1)""7 det(A(j]0)).

Theorem 95. Seja A € M,,(F). Logo se A é inversivel, ou seja, det(A) # 0, entdo
A7 = (det(A)) " tadj(A).

2.6. A regra de Cramer.

Proposition 96. Seja A € M, (F) uma matriz inversivel ¢ Y € M, «1(F) uma matriz dada. Assim a equagdo

X1
AX =Y tem solugdo tnica X € M,x1(F), em que X = € dado por
Xn
1 & "
X, = —1)"MY; det(A(ji
1 det(A) j;l( ) J € ( (]|Z))7

ou seja, X; = m det(B;), em que B; € dado por

air ... G15-1 Y1 Gliy1 ... QAln

an1  --. Gpi—1 Yn Qni+1 --- Qnp
3. DIAGONALIZAGAO
3.1. Auto-vetores e auto-valores.

Definition 97. Seja V um espaco vetorial sobre Fe T : V — V uma transformacgao linear. Um vetor u € V, u # o,
é um auto-vetor de T se existe A € F tal que T'(u) = Au. Neste caso A é um auto-valor de T associado a u e u é um
auto-vetor de T associado a .
Alguns sinénimos: Auto-valor, valor proprio, valor caracteristico (em textos escritos em inglés: eigenvalue).
Auto-vetor, vetor proprio, vetor caracteristico (em textos escritos em inglés: eigenvector).

Proposition 98. Seja V um espago vetorial sobre F e T : V — V uma transformagao linear. Seja u um auto-vetor
de T'. Logo existe um tinico A € F que é um auto-valor de T associado a u.

Proposition 99. Seja V um espaco vetorial sobre F, T : V — V wuma transformacao linear e A € F. O espaco
de todos os autovetores de V' com autovalor \ unido ao conjunto {o}, ou seja, V(X)) = {u € V;T(u) = Au} € um
subespago de V' (Note que T(0) = 0 = Xo). Além disso, V() = Ker(T — \I).

Definition 100. Seja V um espago vetorial e T': V' — V uma transformacao linear. O subespago proprio de A,
indicado por V(\), é o conjunto
VA) ={ueV;T(u) = u} = Ker(T — X).

Proposition 101. Seja V um espago vetorial sobre F de dimensdo finita, B = (v, ..., v,) wma base ordenada de
VeT:V =V uma transformacio linear de V em V. Logo \ é um autovalor de T se, e somente se,

det(Ts — AI,,) = 0.

Definition 102. Seja A = (a;;) € M, (F). O polindomio caracteristico de A, denotado por p4(t), é o seguinte
polinémio:
ai] — t ai12 N A1n
Pity=| 2 o2t o am — det(A —tI,).

an1 apn2 oo Qpp —t
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Proposition 103. Matrizes semelhantes tém o mesmo polindmio caracteristico.

Corollary 104. Seja V um espago vetorial finitamente gerado e T : V. — V wuma transformagao linear. Sejam B
e C bases ordenadas de V, entdo pr, = pr., ou seja, os polindmios caracteristicos de Tp (representag¢io de T' na
base B) e T (representagdo de T na base C') sdo iguais.

Definition 105. Seja V um espaco vetorial de dimensio n finita e T : V' — V uma transformagao linear. Definimos
o polindmio caracteristico de 7' como o polindmio caracteristico de T' em relacao a qualquer base de V, ou seja,
Pr = D1y, €m que B é uma base qualquer. (Como vimos anteriormente este polinémio independe da base B).

Proposition 106. Seja V um espago vetorial sobre F de dimensdo n e T : V. — V uma transformagao linear,
entdo os auto-valores de T sao as raizes do polindmio caracteristico pr em F.

Sistematizando (Importante):
Seja V' um espaco vetorial sobre F de dimensdao n e T : V — V uma transformacgio linear. Para achar os
auto-valores e auto-vetores de T podemos proceder da seguinte forma:

(1) Encontre uma base ordenada B de V.

(2) Escreva a representacao de T na base B, Ts.

(3) Ache o polinémio caracteristico de T, pr(t) = det(Ts — t1,,).

(4) Determine as raizes de py. As raizes serdo os auto-valores: {1, ..., An}.

(5) Dado A; um auto-valor de T, determine o nucleo do operador T'— A\;I. O nucleo deste operador serdo os
auto-vetores de T associados a \;. Note que Ker(T — ;1) # {o}.

Lembramos que para determinar o nucleo do operador T' — \;I basta escrevé-lo na base B. Apos isto temos que
T

achar Xp € M, «1(F) tal que (T — \iI,)Xp =0, ou seja, se Xp = : , entao

Tn

(Tg)11 — M) x1+ ... + (TB)1nxn =0

(T)m1 + o+ (T8)mn — A) n = 0.

As solugoes deste sistema, ou seja, o conjunto solugdo deste sistema serdo as coordenadas dos auto-vetores
associados a \; na base B.

3.2. Diagonalizacao de transformacoes lineares e matrizes.

Definition 107. Seja V um espago vetorial sobre F. Sejam W7i,...,W) subespagos de W. Entdo dizemos que
W =W, ®...H W, é uma soma direta se

W=Wi+Wy+ ..+ W,

e para todo 2 < i < n, temos
W; N (Wl + .. +Wi)= {0}

Proposition 108. Sejam Wi,...,W), subespagos de um espago vetorial V sobre F. Seja W = Wi + ... + Wy. As
sequintes afirmacgoes sio equivalentes:

(i) Se uy € Wh,...,u, € Wy sdo tais que uj + ... + up, = o, entao uy = ... = up = o.
(ii) Se w € W, entdo u pode ser escrito de maneira inica como
u=ui+ ..+ ug,
em que u; € Wi,..., up € Wp.
(ii)) W =W, @ ... & Wy, ou seja, W; N (W1 + ...+ W;_1) ={o} se2<i<k.

Proposition 109. Seja V um espago vetorial finitamente gerado sobre F e Wy,...,Wy, subespagos de V. As sequintes
afirmagoes sio equivalentes:

GHW=W1a.eW.
(ii) Se B; é base de W, entdo B = UE_| B; € base de W.
Corollary 110. Se W =W, & ... ® W, entao dim(W) = dim(W7) + ... + dim(Wy).
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Definition 111. Seja V um espaco vetorial de dimensao finita sobre F. Um operador T : V — V se diz diagonali-
zével se existe uma base de V formada apenas de vetores proprios.

Proposition 112. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre F e T : V. — V wma transformacdo linear.
Entao T € diagonalizdvel se, e somente se, existe uma base ordenada B de V tal que Tp € uwma matriz diagonal.

Definition 113. Seja p € F[z] um polinémio com coeficientes em F e raizes ai,...,an, € F, a; # a; se i # j. Logo

Tm

p(z) = (z —a1)"..(z — am) ™ q(z),
em que a; # a;j se 1 # j e g(x) # 0 para qualquer € F. A multiplicidade algébrica da raiz a; € F deste polinémio
é por definicao r;.

Definition 114. Seja V um espagco vetorial finitamente gerado sobre F. Se T': V' — V é uma transformacao linear,
entdo pr(t) = (M —t)™...(Am—t)"¢q(t), em que q(t) # 0 paratodot € Fe A\; # Aj se i # j. \; s@o os auto-valores de
T como ja vimos. Assim a multiplicidade algébrica do auto-valor A; é por definicao r;. A multiplicidade geométrica
do auto-valor A; é por defini¢do dimV' (\;) = dim (Ker(T — A\;1)).
Remark 115. Seja p € C[z]. Logo se p tem grau maior do que n > 1, entdo p tem n raizes (que podem ser iguais).
Logo p se escreve como
p(x) = c(z — ar)...(x — an),

em que ¢ € F e a; podem se repetir, ou seja,

p(x) =clx —by)™o(x — by)™,
em que 11 + ... + 7, =n e b; # b; se ¢ # j sao as raizes do polindomio. Este é chamado de Teorema fundamental da

algebra.

Theorem 116. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n sobre F, em que F = R ou C. Uma transformac¢ao
linear T :' V — V é diagonalizdvel se, e somente se,

1) O polinémio caracteristico de T tem todas as suas raizes em F (sempre é o caso se F = C pelo teorema
fundamental da dlgebra):

pT(t) = ()\1 — t)h...()\m — t)rm,
em que 1 + ...+ 7T, =10 e \j sdo as raizes (distintas entre si) de pr.

2) A multiplicidade algébrica de cada auto-valor \; é igual a sua multiplicidade geométrica, ou seja,
r; = dim (Ker(T — A\;1)) .

Proposition 117. Seja V um espago vetorial de dimensao finita sobre F e T : V — V uma transformagao linear.
Seja A um auto-valor de T. Logo a multiplicidade geométrica € menor ou igual a multiplicidade algébrica de .

Corollary 118. Seja V um espago vetorial de dimensao finita n > 1 sobre F e T : V. — V wma transformac¢ao
linear. Suponha que o polinémio caracteristico de T, pr, tenha a sequinte forma

pr(t) = (A —t)...(\, — 1),
em que \j # \;j se i # j. Entiao T € diagonalizdvel.

Sistematizando (Importante):
Seja V' um espaco vetorial sobre F de dimensao n e T : V — V uma transformacao linear. Para diagonalizar T'
podemos proceder da seguinte forma:

(1) Encontre uma base ordenada B de V.

2) Escreva a representagio de T na base B, Tg.

3) Ache o polindmio caracteristico de T', pr(t) = det(Tp — tI,).

4) Determine as raizes de pp. As raizes serdo os auto-valores: {1, ..., A}

5) Verifique se todas as raizes pertencem a F (em C é sempre verdade), ou seja, verifique se

pT(t) = ()\1 — t)rl...()\m — t)rm,

com 71 + ... + r, = n. Se isto nao ocorrer, entao T nao é diagonalizavel.

(6) Dado A\; um auto-valor de T, determine o nicleo do operador T'— A\;I. O nucleo deste operador serdo
os auto-vetores de T' associados a A;. Verifique se r; = dim (Ker(T — A;I)), ou seja, se a multiplicidade
algébrica é igual a multiplicidade geométrica. Se nao for, 7" ndo é diagonalizavel.
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(7) Ache B; base ordenada de Ker(T — \I), B; = (w1, ..., Uir,). Na base C' = (U11, e, Utryy ooy Uy oovs Umnge,, )
Te serd dado por
A1

A1

A1’ﬂ

Am
(8) Por fim notemos que T e T¢ se relacionam por
Tc = IpcTplcs = (Icp)” Trlcp.

Notemos que Iop serd a matriz cujas colunas sao os auto-vetores escritos em termos de B, ou seja, sao as
coordenadas dos auto-vetores na base B. Assim se os auto-vetores sdo u; e sao escritos como X;p na base

T14
XiB = )
zni B
entao
T11 Tin
Icp = :
Tpnt - Tpn

Uma matriz sempre pode ser pensada como uma transformacao linear. De fato seja A € M, (F), entdo A pode ser
pensada como a transformagao linear A : M, «1(F) — M, x1(F), dada pela multiplicacdo de matrizes. Assim, a
seguinte definicao pode ser dada para a diagonalizacao de matrizes:

Definition 119. Uma matriz A € M, (F) é diagonalizével se existir M € M, (F) tal que M~*AM = D, em que
D € M, (F) é uma matriz diagonal.

O mesmo procedimento pode ser usado para diagonalizar matrizes. A matriz M serd a matriz cujas colunas
sdo os autovetores de A visto como operador de M,,x1(F) em M, «1(F), ou seja, as colunas serdo constituidas de
matrizes X € M, «1(F) que satisfazem

AX = \X.

3.3. Diagonalizacao de transformacgoes lineares auto-adjuntas e matrizes simétricas e auto-adjuntas.

Proposition 120. Seja A : V — V um operador auto-adjunto (F € igual a R ou C). Logo todas as raizes do
polindmio caracteristico sao reais, ou seja,

pa(t) = (t—A)" o (t = Am)™,
comry+...+ry, =ned; €R. Assim os auto-valores de A sao reais também quando F = C.
Theorem 121. Um operador linear A : V. — V em um espago vetorial sobre F finitamente gerado com produto

interno € auto-adjunto se, e somente se, existe uma base ortonormal de auto-vetores de A com auto-valores reais.
Em particular se A € auto-adjunto, entdo A € diagonalizdvel.

Corollary 122. Se A € M, (C) é uma matriz auto-adjunta, entio existe M € M, (C) unitdiria tal que M—1AM é
uma matriz diagonal. Se A € M, (R) é uma matriz simétrica, entio existe M € M, (R) ortogonal tal que M~1AM
€ uma matriz diagonal.



