EXERCICIOS DA QUINTA QUINZENA

Escolha um (apenas um) dos dois exercicios abaixo para entregar até o dia 14 de junho.

Problema 1. Seja Q := {(:r,y) ER?; 22492 < 1} a bola unitaria. Vamos considerar coordenadas polares x =
rcos(6) e y = rsen(). Vamos denotar por P(r,6) o nicleo de Poisson no ponto r e 6, ou seja, temos
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P(r,0) =

Seja u a solugdo do problema de Dirichlet:

Au=0,em
u = f, em Of)

Logo, a férmula de Poisson nos diz que

K

P(r,0 — ¢)f(¢)do.
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u(r,0) = 7

Partindo destes fatos:
a) Mostre que o valor de u na origem (no ponto (z,y) = (0,0)) é igual a % fjﬂ f(@)do. (Isto nos diz que u na
origem é igual a média de f no bordo)

b) Mostre que se f = 1, entdo u = 1 é a solugdo do problema. (N&ao precisa usar a férmula de Poisson. Apenas
verifique este fato)

c) Mostre que P(r,0) >0 e que [*_P(r,0)d§ = 2 para todo r < 1. (Dica: para mostrar que a integral ¢ igual
a 27 use a férmula de Poisson e as fungoes do item b))

d) Conclua que se f(0) < M, entdo u(r,d) < M para todo r < 1 e 6. (Dica: Use a férmula de Poisson e o item
c))

Problema 2. Considere o Laplaciano em coordenadas polares dado por

0%u 1 ou 1 0%u
Au(r,0) = 52 (r,0) + o (r,0) + 2902 (r,0) =0.

a) Mostre que, usando o método de separacdo de varidvel, as solugbes da forma wu(r,0) = R(r)O(#) devem
satisfazer

r2R"(r) +rR'(r) — v?R(r) =0
0"(0) +120(0) =0

em que v2 é um nimero complexo qualquer.

b) Consideremos a seguinte equagao:
P27 (r) +arf'(r) + bf (r) =
Mostre que 7t e 12 s@o solucio da equacdo acima se A\; e Ao sdo raizes do polinémio
AA=1)4+ar+b=0.
No caso em que \; = Az, mostre que r**In(r) também é solucio da equacio acima.

¢) Usando os resultados acima e impondo que a solugéo seja continua na origem, vimos em sala de aula que a
solucao geral num circulo do problema
Au =0, em)
{ u = f, em9oN
é dada por

u(r, 0) Z cnr™e™ com wu(1,0) Z cne™ = f(0).
n=—oo n=—oo
Ache a solucdo geral no caso em que f(6) = 1+ 2sen(f) = 1 +ie” " —ie?®. (Use os seus conhecimentos sobre
série de Fourier para determinar c,,)



