PROVA 1 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA - MAP 2313

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula
podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

EXERcIcIO 1
%( )_kau( ), t>0ex€]0,l]

Consideremos a equagdo do calor com condi¢ées de Neumann: ‘3“ (t,0) Ju =0, t>0
u(0,z) = cos ( %i —|— cos ( 3” , x €10,
(2,0 Ponto) a) Ache as solugoes da forma u(t,z) = T(t) X (z) da equagao 8—“( x) = k:g—(t x) com a condigao

de contorno ,a—u(t 0) = 8“ “(t,1) = 0.

Resolucao:
Vamos procurar solugdes do tipo u(t,z) = T'(¢£) X (x). Logo
T'(t) _ X"(x)
T'(t)X (x) = kT(t) X" = =\
(X (@) = KTOX"(2) = s = S
Logo

T'(t) = —kN?T(t)

X"(x) = -NX(z) -
Logo T'(t) = aexp(—kM%t) e X (z) = acos(\z) + bsen(\z). Portanto,

u(t, z) = exp(—kA?t) (acos(Az) + bsen(Ax)) .
Como %(t,o) = %(t,l) = 0, concluimos que
A (—asen(A0) + bcos(N0)) = A (—asen(Al) + beos(Al)) =

Logo

b=0 e sen(Al)=0.

Vemos, assim, que A = 2%, n € {0,1,2,3,...}.

As solugoes sao, portanto
2,2

un(t, ) = exp (knlj t) cos (?1’) .

(1 ponto) b) Utilizando a condi¢do inicial u(0, z) = cos(x) + cos(3z), para todo x € |0, (], ache a solugdo completa
do problema.

Resolucao:

Vamos procurar uma solu¢ao da forma

s ’I’L27'l'2 nm
= Z an €Xp —th cos (—x) .
o l l

Como
> nm
x) = nEZO 7, COS (Ta:) ,

concluimos que by = b3 =1 e b, = 0 para n ¢ {1,3}. Portanto,
2 972 3
u(t,x) = exp < o B ) cos (7; ) + exp (—k;t) cos (er) )

EXERcIcIO 2
d2
() =0

Lo () = (i) = § -

(1,5 ponto) Ache todas as solugoes up : R — R do problema: {
dx dz 2

1
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Use uma solugdo particular acima (a que vocé achar mais facil) e resolva o problema:

9u ¢, x)—k:au(t z), t>0ex €]0,([
Ju(t,0) = Zu(t, 1)_;, t>0
U(O,.T)—COS( L)+ cos (372) + 1w, x€]0,(]

(Dica: Faca uma escolha conveniente e reduza o problema acima ao problema do exercicio 1)
Resolucao:

ug(r) = ax +b. Logo % dug 10 () = a. Assim, a = . Portanto, uma solugéo é ug(z) = 32 + b.

Seja v(t,x) = u(t,z) — uo(x), em que u ¢ uma solucdo do problema e ug(z) = 1z. Logo v satisfaz

Gitm) = kT3 (t @), t>0ew o,

20(t,0) = 24(t,1) =0, t>0
U(O,x) = cos (—g + cos (33%), z €10,

Assim,
2

m s 3T
’U(t,.’lﬁ) = exp < k— 12 t) COS (71)) + exp < kZQt> COS (l.'L') .
2 T 972 3m 1
u(t, z) = exp <—kl2t) cos (7:10) + exp (—let> cos (lx) + 5%

Portanto,

EXERcICIO 3

Consideremos o seguinte problema de calor nao homogéneo
(t x) = 8‘1 (k:(x)%(t,m)), t>0ex €]0,l]
u(t,0) =u(t,l)=0, t>0 )
u(O,x) = f(x)a HS ]0,1[0

em que k é um fungao em C* ([0,1]) e k(z) > 0 para todo z € [0,]

(1,0 ponto) a) Usando a técnica de separagao de variaveis, procure uma soluc¢ao da forma u(t,z) = T(t) X (x) da
equacao at “(t,x) = 6611 (k(x)%(t,x)) com a condi¢do de contorno u(t,0) = u(t,l) = 0 e mostre que X é solucdo do
problema de Sturm-Liouville abaixo:

para algum A € R.
Resolucao:

implica que

/()X (2) = T(t)~ < aX ) _ T Ji(k(xgﬁ(x>)

ar k:(x)a(x)
Logo

T'(t) = —AT(t) e % (k(x)cg(x)) = _\X(a).

(1,5 ponto) b) Mostre se X é uma solucao diferente de zero da equagdo acima, entéo o autovalor \ correspondente

satisfaz A > 0. (Dica: Ache uma expressio para A [ |X(z)°de = A [ X(z)X (z)dz, substituindo AX(z) por
—4 (k(z)%X (2)) e integrando por partes. Conclua da expressdo obtida o resultado)

dx dx
/\/|X ) dx—)\/X /% (k@)ﬁ@)) X(2)da =

Reolugdio:
o) B

dr > 0.

EXERcicIO 4
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Suponha que queiramos achar uma aproximacdo dos ntimeros 7 e 72. Uma boa forma de fazer isto ¢ achando
uma série que convirja a estes nimeros. Nesse exercicio, prove que

1)k+1

(1.0 ponto) a) m =4 (X2, G ) =4(1-3+1-1+.)
(L5 ponto) b) m =637 =61+ 5+ 5+ 55 +.-.).

Para tanto, calcule a série de Fourier da fun¢do f : |]—m, [ — R dada por f(f) = 6. Substitua um valor
conveniente para obter a) e use Parseval para obter b).

Resolucao:

a)

an, :zl/7r f(6) cos (nh)dd =0

T™J—xn

1 [7 1
ap, == — Osen (n) dbeb,, = _79(308(7719)
7r

—T

T _l/” cos(n@)de_

—T

Logo
o0 n+1
0= Z 2(_%sen (nb).
n=1
Assim
oo n+1 oo 2n—1+1 2n+1
g:ZZ(_l sen (n2) Z (_;zl [ sen ((2n—1 ) ZQ ) sen <2ng) =

3
I
=
3
|

Assim,

b) Usando Parseval, temos

n=1 n=1
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FORMULARIO
Proposigao 1. Seja f : [-m, 7] — C wma funcdo de classe C'. Logo para todo ponto 6 € |—7, [, temos
o0
f() = Z 0 Z ancos (nd) Z bpsen (nf) ,
n=-—oo

em que ¢y = 5= ["_f(0)e"™0df, a =L [T f(0)cos(nB)d e b, =L [T f(6)sen(nd)db.

T

Proposigao 2. Seja f : [—m, 7] — C wma fungdo continua. Logo a igualdade abaizo (chamada de igualdade de
Parseval) é vdlida:
[ rera=s 3 jaf = Gloal* £ 3 (jon 5 ).

em que ¢y = 5= [*_f(0)e"™0df, ay =1 [T f(0)cos(nB)d e b, =L [T f(6)sen(nd)db.
Observagao: A igualdade acima é vdlzda para toda fun¢do em L2( 7r,ﬂ')

Proposicao 3. Seja f: [0,1] — R wma fun¢do de classe C'. Logo para todo ponto 6 € 0,1, temos
1) Ezpansio em Série de Fourier cosseno

=5+ 3 oneon (7).
2 /Ol £ 0)cos (Z26) .
=3 bsen (F6).

S (o)

em que

2) Expansao em Série de Fourier seno

em que



