PROVA 2 - TOPICOS DE MATEMATICA APLICADA - MAP 2313

A prova é individual. Utilize somente resultados dados em sala de aula. Os resultados dados em sala de aula

podem (e devem) ser usados sem demonstragao.
Boa Prova!

EXERcIcIO 1

Tu(ta) =c4(ta), t>0exeR

Consideremos a seguinte equagdo de onda no semiplano: w0,2) = f(z), z€R
%(0,.’[) = O, zeR

(1 ponto) a) Calcule a transformada de Fourier inversa de g : R — C, ou seja, F~!(g), em que g(€)
2
cos (b€) e, a e b sio reais positivos. (Dica: Vimos em sala de aula que F (e_%zz) = %’re_%. Pode usar este

resultado. Lembre-se também que cos(b§) = M)

2 2
Resolucdo: Vemos que .7-'(@_5”2> = ,/%”e—%. Logo F~! (e_%) = ,/%e‘fﬁ. Assim, F~! (e‘agz) =
BEPE T

Portanto | |
P () <50 (T ) L (k) o )

% []:_1 (e—a§2) (x+0b)+F ! (e_“52) (z — b)} =

L1 {e—ﬁ(ﬁb)?_i_e—i(m—b)l’}

2V dar
(1 ponto) b) Aplicando a transformada de Fourier na coordenada z, podemos achar a solu¢do da equagdo acima
na forma @ (¢, z) = g (¢,€) f (£), em que 4 indica a transformada de Fourier de u na variavel x. Determine a fungio

g-
Resolucao: Aplicando a transformada de Fouier na variavel x, obtemos

PU(1,6) = ~P0(t,6), t >0 e L ER

a0,6) = f(¢), LR
98(0,6) =0, €R

Logo 4(t, &) = A(&)cos(cét) + B(€)sen(bét). Usando as condicdes iniciais, concluimos que @ (¢, &) = cos(c&t) f ().
Portanto, g (t,£) = cos(c&t)
(1 ponto) ¢) Ache a solucdo explicita u (¢, 2) do problema acima para f (z) = e~ 2% .

Resolucio: Vemos que f (£) = v/ Sre . Logo i (t,€) = cos(ctt) f (€) = 27rcos(c§t)e*§. Portanto

2 1
u(t,x) = V2orF! <cos(C§t)e_£2) =5 (e_%(””"’d)Q + e_%(‘"”_“)2> .

EXERcICIO 2
(1,0 ponto) a) Calcule a transformada de Fourier da fungio x, : R — C definida abaixo:

() = 1, ]z] <1
XM=V 0,z > 1
Resolucao:

! e it —¢ft sen (€)

e "y (z) dx :/ ey = - =2
X (z) i ¢

-1
1

Fo©= [

— 00
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(1 ponto) b) Mostre que

Resolucao:
Vimos que . .
o [ Uf@fde= [ 1Fr@F e
Logo h B
27r/oo |X(x)\2da:=/oo 256”5(5)’2615.
Assim, como [7_|x (z)|> dz = 2, concluimos que
47T:4/OO ‘96”5(5) 2d§ — /OO 86"5(5) 2d§:7r

EXERcICIO 3
(2,5 pontos) Ache a funcdo de Green do problema de valor inicial abaixo:
2
T () —du(x) = [ ()
w(0)=4'(0)=0

Resolucao:
Vamos resolver

00 (1) — 4vg (z) = 0
Vo (0) =0
v (0) =1

Seja vy (z) = e**. Logo (A? —4) e = 0. Logo A = £2. Assim vo(z) = 2e?* — Le=2%. Portanto

G () = § (7 — e (H (2~ y) — H (~)).

EXERciIcIO 4

(1 ponto) Ache a solucdo geral da equagdo abaixo

Dica: Procure solugoes da forma u (z) = 2.

Resolucao:
AA=1+22-2)2* =0 <= (N> +1-2)z*=0.

Logo A =1ou A = —2, ou seja, u (z) = Ar + Bx~2.

(1,5 pontos) Ache a funcdo de Green do problema de contorno abaixo:

2
172% (z) + 2:1:3—; () —2u(x) = f(x)
u(l)=u(2)=0
Resolucao:
xQ% () + 222 () — 2u(z) =0
u(l)=0

tem solugao particular u (z) = x — =

x? fli“; () + 222 () — 2u(z) =0
u(2)=0
tem solugdo particular u (z) = x — 8-
W)= (r—%5)(1+16%) - (1+2%) (2 —8%) =2+165 — 5 — 165 —z+85 — 5 + 165 =165 —

m%+8iff—2:%. Logo ps () W (z) = 21.

x2
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Assim
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FORMULARIO
Abaixo todas as fungoes sdo bem comportadas, no sentido em que as operagoes abaixo estao bem definidas. (Por exemplo,
as fun¢des podem pertencer a L* (R), L? (R)...)

1

Definigao 1. A Transformada de Fourier F e a Transformada de Fourier inversa 7~ ' sdo definidas como

= [ e f (@) da
f*l (f) (m): [T e () de

Também denotamos a Transformada de Fourier por F (f) = f .

Definigao 2. A convolugao de duas fungdes ¢ definida como

=/_oo fx—y) gy dy.

Proposigﬁo 3. As sequintes propriedades da transformada de Fourier e da convolugdo sao vdlidas:
o) FHIFEN)=FF ) =1
b)f(f*g) F(f ) (9)-
¢) F 1 (fg)=F " (H*F ' (g).
d) F (L) (€)= ieF (£) ().
e) fxg=gxf.
) F(f(@—=0)(&) =e ™ F(f)(€),beR.
g9) F(ef () () =F(f)(§+¢), ceR.

Proposigao 4. Sejam f e g: R — C fungées de quadrado integrdvel (pertencem a L* (R)). Logo vale a igualdade:

27r/7Oo f(x)g dm—/ Ff (&) Fg(€)de. Em particular, temos 27r/ If (x)]? dﬂr:/OO |Ff (&) de.

Proposigao 5. (Fungdes de Green para Problemas de Valor Inicial)
Considere o problema

Pi (2) T2 (@) + pioi (2) T (@) + o+ po (2) u (2) = f ()

t (z)
u(0) =0

u* D (0)=0

em que py (x) # 0 para todo z e as fungées p; sao continuas.
Logo a fungdo de Green do problema é dada por G (z,y) = vy (z) (H (x —y) — H (—y)), em que vy € solugdo de

pr (%) 232 (@) + prt () 2% (@) + o+ po (2) vy (8) = 0
Uy()—o
W () =0
oV W) =

Proposicao 6. (Fungoes de Green para Problemas de Valor de Contorno)
Considere o problema

au (a) —|— o'u "(a) =0 ,
Bu (b) + f'u' (b) =0
em que (a,a’) # (0,0), (B,6") # (0,0) e p2 (y) # 0 para todo y e as fungdes p; sGo continuas
Suponha que o problema satisfaca a condig(io (H) definida abaizo:

{ P2 (z) T8 (z) + p1 (z) 22 ' (2) +p0 (@) u(e) = f ()

{pz(fr)jzu()ﬂLpl() ()+P0() (x) =0
Condigio (H): O problema (a) + ) ndo tem solugdes ndo nulas.
Bu (b) + B'u

, em que W (y) = v1 (y) v3 (y)—v1 (y) v2 (v),

v (a
" (b)
mx)vz(y) s<y
Logo a fungao de Green do problema é dada por G (z,vy) ’

i o i Pz(y)W(y r>y
v1 € V2 sdo solugdes nao nulas das equagoes abaizo:

pz()dvl()+p1()d”‘()+po() 1(x)=0 pz(ﬂf)%(ﬂf)-Fpl(x)%z(
av (a) + a'v] (a) =0 !




