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Cada questao vale 2.5 pontos; nas questoes com k itens cada um vale
2.5/k pontos.
A duracao da prova é de 2 horas.

Questao 1. Mostre que todo elipsdide &(a,b,c) em R? é homeomorfo
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a esfera unitaria S. Aqui €(a, b, c) = {(z,y, 2); 2—5 + % + % =1}, com
a>0,b>0,¢c>0,eS=E(1,1,1).

Demonstragao. Considere h: £(1,1,1) — &E(a, b, ¢) dada por h(z,y, z)

(ax, by, cz). E claro que h é injetora e sobrejetora e que é continua, pois
é linear, bem como sua inversa também (é trivial). O

Questao 2. Seja f uma funcao definida em R? com valores em R.
Suponha que df/0x é definida e limitada em valor absoluto R? por
uma constante A < 1. Isto é: |0f/0z(z,y)] < A < 1. Suponha também
que para todo x € R, a funcdo y — f(z,y) é continua. Prove que

a) para todo y € R a equacdo f(z,y) = = tem uma unica solugao da
forma z = p(y); e

Demonstragao. Dado y, considere f, : R — R dada por f,(z) =
f(z,y). Pelo Teorema do Valor Médio, temos que |f,(z) — f,(2)] <

sup.eg | £, (c)||z — 2| < Az — 2|, pois f; = %. Assim, f, é uma con-
tracao, e o item (a) segue pelo teorema do ponto fixo (exercicio 10 da
lista 3). O

b) ¢(y) é continua em R.

Demonstragao. Basta estimarmos |p(z)—p(y)| e mostrarmos que quando
r — y, entdo |p(z) — ¢(y)| vai a 0. De fato, temos:

lp(x) — W) = [fle(x),r) = fle)y)l
< |f(e(@),z) = fle(y), 2)| + | fle(y), ) — flp(y),y)]
< Ae(x) = o)+ f(e(y),z) = fle),y)]
Dai,
lp(z) — p(y)| < %U(so(y),x) — fle(y), )|

esex — y, |f(e(y),x) — f(p(y),y)| vai a 0, pois f é continua na
segunda variavel, de onde segue a afirmagao. 0
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Questao 3. a) Prove que para toda aplicacao continua f definida num
conjunto compacto X C R" com valores em R, existe um ponto z,, € X
tal que f(x) > f(z,,) para todo z € X.

Demonstracao. Veja a prova do coroldrio 3 (p.21 do Elon). O

b) Seja f fungao continua na bola fechada B[0,r]|, com valores em

R. Prove que para cada y € [f(zm), f(za)], f7H(y) # 0. Aqui xp é
tal que f(xpr) é o supremo de f em B[0,r].

Demonstrag¢io. E o Teorema do Valor Intermediario (no caso de uma
bola), que segue do corolario 7 (p.29 do Elon). d

Questao 4. Responda verdadeiro ou falso justificando sua resposta
nas seguintes questoes:
a) A inversa de uma aplicacao 1 — 1 de Lipschitz é de Lipschitz.

Demonstragdo. Falso. Considere z? em [0; 1]. O

b) A composta de duas aplica¢oes uniformemente continuas é uni-
formemente continua.

Demonstracao. Verdadeiro. Demonstracao analoga a do teorema 14
(p-20 do Elon). O

¢) Toda func¢ao uniformemente continua é de Lipschitz.
Demonstragao. Falso. Considere y/z em [0;1]. O
d) X C R" é fechado se, e s6 se, d(a, X) = 0 implica que a € X.

Demonstracao. Verdadeiro.

=

E o exercicio 3 da lista 2.

=

Considere x, — a, xp € X para todo k. Segue, da definicao de d que
d(a, X) =0, de onde a € X. Portanto, X é fechado por definicao. [



