PROVA 3 - GABARITO
MAP0217 / MAT0311
CALCULO DIFERENCIAL / CALCULO V

Questao 1. a) Sejam M, ¢ = 1, 2 superficies (também denominadas hi-
perficies) de classe C' em R3.

Suponha que em todo ponto p de I' = Mj N My os espagos normais
N;(p), i =1, 2 sao linearmente independentes.

Mostre que I', se nao for vazio, é a unidao de curvas (isto é caminhos)
regulares de classe C'.

Demonstracao. Basta fazermos a analise localmente.

Considere p = (z9, 40, 20) € I' e sejam &;, i = 1,2, como na defini¢ao de hi-
perficie (pg. 87 do Elon), tais que (xq, yo, £1(x0,y0)) = p = (20, £2(x0, 20), 20)-
Localmente, podemos dizer, por exemplo (a coordenada em que &; apa-
rece ¢ indiferente para a anélise) que My = {(z,v,2), z — &1(z,y)) = 0} e
My = {(33,% Z), Yy — 62(1:7 Z) = O}

Assim, a intersecgao I" das hiperficies é dada (perto de p) por {F (z,y,z) =
z = gl(xay)) = Oa Fl(x,yaz) =Y—- gQ(va) = O}

A hipétese dos espagos normais serem LI é equivalente a VFi(p) =

0 0 2] 2]

(=52, —551)(p) e VE(p) = (- 52,1, 52)(p).

Mas estas sao as linhas da matriz Jacobiana de F' = (F, F») em p. Assim,

aplicando o Teorema da Aplicacao Implicita a F' = 0, temos a curva de classe

C', passando por p, que esta contida na interseccao I'.
O

b) Sejam fr = 2> +y* —c1 e fo = 2% + (y + d)* — co.
Determine cy, ¢z, d para que M; = (f;)~%(0), i = 1, 2 sejam ambas como
em a), primeira frase.

Demonstracao. Basta aplicar o teorema 3 da pagina 89 do Elon pra resolver
o exercicio: considere V fi(z,y,2) = (2z,3y%,0) e Vfa(z,y,2) = (22, 2(y +
d),0). Temos que impor duas condicoes: (f;)~™' # () e ndo ser apenas 1
ponto, ¢ = 1,2, de onde temos que ¢; > 0, ¢ = 1,2 e, entao, basta ver que
nessas pre-imagens temos V f;(x, y, z) # 0. Dai temos que d é um parametro
livre. Geometricamente, fo define um cilindro transladado no eixo y, de onde
temos intuitivamente que d nao deveria interferir na anélise.

O

c) Determine 7y, 7o para que My = {(z,y,2);2% + y?> —r; = 0} e My =
{(z,y,2); 2% + y> — ro = 0} sejam como em a), segunda frase. Descreva I e
ilustre geometricamente sua resposta.

4 Pontos: a, 2; b, 1; ¢, 1.
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Demonstragdo. Basta termos r1 # r9 e r; > 0 para i = 1, 2. E f4cil ver que
se r1 = ro, existem 2 pontos de tangéncia em que V f; = V fo, onde f; = 22+
y?—r1 e fo = 22 +2%2—ry. Nos demais pontos de intersecdo, é facil calcular os
gradientes (como no item b) e notar que estes sao LI. Geometricamente, sao
dois cilindros perpendiculares, de onde temos claramente esta interpretagao.

O

Questao 2. a) Enuncie com precisao matematica os Teoremas da Aplicagao
Inversa e da Aplicacao Implicita (esta tltima na forma forte, dita “Forma
Normal das Submersoes”.

Demonstragao. Teorema da Aplicagao Inversa: ver pagina 115 do Elon.
Forma Local das Submersoes: ver pagina 117 do Elon. O

b) Prove que estes Teoremas sao proposi¢oes mateméaticas equivalentes.

Demonstragdo. A Forma Local das Submersoes é implicada pelo Teorema
da Aplicagdo Inversa como se vé na sua demonstracdo na pagina 118 do
Elon.

O Teorema da Aplicagao Inversa decorre da Forma Local das Submersoes
e/ou do Teorema da Fungao Implicita diretamente da seguinte aplicacao:
dada f(z) nas condi¢oes do Teorema da Aplicacdo Inversa em z, consi-
dere F(z,y) = f(x) —y e é claro ver que em (xg,¥p), com yo = f(xp),
esta aplicacao satisfaz a Forma Local das Submersoes e que a fungao dada
implicitamente neste teorema ¢é a inversa (local) da f. (]

¢) Demonstre um dos Teoremas em a). Ilustre geometricamente o seu
raciocinio, quando pertinente.
4 Pontos: a, 1; b, 1; c, 2.

Demonstracao. Ver paginas 113 a 116 do Elon pra Teorema da Aplicacao
Inversa e paginas 117 a 120 para Forma Local das Submersoes e Teorema
da Funcao Implicita. O

Questao 3. a) Explique o Método dos Multiplicadores de Lagrange no caso
de 1 e 2 multiplicadores. Isto é formule as hipéteses para sua validade e as
suas conclusoes.

b) Dé um exemplo de aplicagdo em cada caso.

2 Pontos: a, 1; b, 1.

Demonstragao. Para 1 multiplicador: ver paginas 91 a 95 do Elon para
explicacao e exemplos.

Para varios multiplicadores: ver paginas 138 a 141 do Elon para explicagao
e exemplos. O



