LISTA 3-COMPLEMENTOS
MAP0217 / MAT0311
CALCULO DIFERENCIAL / CALCULO V

Estes exercicios servem para revisar o material visto até agora. Os
dois primeiros complementam pontos pendentes na aula de sexta 17/09;
os outros sao aditivos aos propostos no Livro.

Exercicio 1. Seja (a;) uma sequéncia de pontos de R™, mostre que se
(X]ax|) (a série das normas de (ax)) é uma série numérica convergente,
entdo a sequéncia (sx) de somas parcias de (ay), definida por s, =
Y¥  a;, é convergente em R™. (Sugestdo: Prove que (s;) é de Cauchy:.)

Suponha que existe A < 1 tal que |axi1//|ax] < A, para todo k > 0.
Prove que (si) é convergente em R™.

Exercicio 2. Seja S uma aplicacao de R™ nele préprio com cons-
tante de Lipschitz A < 1. Lembramos que A é o supremo de {|S(z) —
SW)|/|z —y|, © # y}. Prove que para todo y € R", existe um dnico
R = R(y) tal que R(y) + S(y + R(y)) = 0. (Sugestao —Existéncia—
Mostre que a sequéncia de aprorimagoes sucessivas Ry = 0,R; =
—S(y),R2 = =Sy + R1),..., R, = —=S(y + R,_1),... é convergente.
Para tanto aplique a sequéncia (ay = Ry — Ry_1) as propriedades vis-
tas no exercicio anterior. Sugestao —Unicidade— Fécil).

Mostre que a aplicacdo y — R(y) = lim,,_., R,, do R™ nele préprio,
definida pela convergéncia no item anterior, satisfaz uma condicao de
Lipschitz com constante de Lipschitz o < ﬁ Prove que FF' =1+ S,
aqui I é a identidade e S é como acima, é um homeomorfismo cuja
inversa é dada por F~1 =1 + R.

Compare com o Problema proposto no e-mail de quinta 16/09, onde
S =rsinx, com |r| <lex€R.

Exercicio 3. Defina com precisao os seguintes tipos de conjuntos de
R™: a) Compacto, b) Conexo, ¢) Fechado, d) Conexo por caminhos e
e) Aberto. Prove que todo aplicacao continua de R™ em R™ preserva
alguns destes tipos. Diga quais sao preservados ou dé um contraexem-
plo.

Dé exemplos de conexos que sao conexos por caminhos e que nao
Sao.

Prove que todo conexo aberto é conexos por caminhos.

Prove que o fecho de um conexo é conexo.
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Exercicio 4. Formule os Teoremas do Valor Intermediério e de Weie-
restrass (Principio do Méximo, Corolario 3 no Livro).

Prove estes teoremas da forma mais autosuficiente possivel. Com-
pare sua demonstracao com a vista em cursos anteriores. Identifique
situacoes nestes cursos onde estes resultados aparecem.

Faca um balango dos resultados dos cursos de Célculo, por ter sido
protelados para os cursos de Anadlise, ficaram por demonstrar.

Exercicio 5. Prove que se X é compactoem R" e f é 1 —1 e continua
sobre Y = f(X) C R™ entao f e um homeomorfismo de X sobre Y.

Exercicio 6. Prove que a composicao de duas aplicagoes de Lipschitz
¢é de Lipschitz.
A inversa de uma aplicacao 1 — 1 de Lipschitz é de Lipschitz?.
Estude e responda esta pergunta no caso de aplicacoes lineares de
R"™ nele préprio.

Exercicio 7. Prove que a fungao a — d(a, X), distancia de a € R" a
X C R"™, é de Lipschitz.

Prove e interprete geometricamente o Teorema da “Alfandega” (pag.
30 Livro).

Em caso (de conjuntos X), para todo a € R" existe algum ponto
z, € X tal que d(a, X) = |a — z4|?

Seja X o grdfico de x5 = 22 em R2. Para cada a = (a1,as) € R?,
determine x, € X tal que d(a, X) = |a — z,].

Determine o conjunto A4; C R? tal que para a € A; ha exatamente i
pontos da forma z, € X.

Exercicio 8. Determine quais das fungoes a seguir que sao uniforme-
nente continuas nos seus dominios X de R.

a) f(r) = 2®,b) f(z) = 75, o flz) = sin(l/z),2 > 0, d)
f(z) =sin(z), x > 0.

Exercicio 9. Seja f uma aplicacdo definida bola aberta B(0,1) de R"
com valores em R™. Prove que f admite uma extencao F' continua na

bola fechada B[0, 1] se e somente se f ¢ uniformemente continua em
B(0,1).

Exercicio 10. Se uma aplicacao f de R™ nele proprio tem constante
de Lipschitz A < 1 chama-se contracao.

Prove que para toda contracdo f de R™ existe um inico ponto p tal
que f(p) = p, dito ponto fizo de f.

Sugestao: Prove que para todo zp € R™ a sequéncia () de iterados
de f, definida por x; = xp_1, converge para p. Use a mesma idéia do
Exercicio 2.



