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Exercicio 1. Sejam f; : U; — R,i = 1,2, duas funcoes de classe C*, k > 0,
em abertos U;,7 = 1,2 de R™. Diz-se que fi em p; € Uy é C",r > 1,
equivalente a direita a fo em po € Us se existem vizinhancas abertas V; de
pi, © = 1,2, e um difeomorfismo h : (Vi,p1) — (Va,p2) (i.e., de V; sobre V3,
com h(p1) = p2) tais que h é de classe C" e fa o hly, = filn-

Hipotese H: Seja f : R — R de classe C3. Suponha que (f'(z))? +
(f"(z))? > 0 para todo = € R.

Prove que, sob a hipétese H, para todo z; € R, f em x; é C! equivalente
a direita a uma das 3 seguintes fungoes em xo = O:

8) fon () = o+ a;

b) foor(x) = c+ 2?5 ou

¢) foo—(z) =c—2a?

com ¢ = f(x1).

Sugestdo A: Suponha (compondo com translagoes) que ¢ = 0 e x; = 0.
Reduza inicialmente a prova a um dos casos:

a) f'(0) #0, fa1(z) = f'(0).z

b) £(0) = 0,4"(0) > 0, fazi.(z) = ()%

¢) f(0) =0, f"(0) <0, faz(x) = f"(0)%

Sugestao B: Use a Férmula de Taylor com resto integral para f em uma
vizinhanga de 0 (ver Andlise Real, vol. 1 do E. Lima, p. 136 ou fonte de
referéncia equivalente). Formule a defini¢ao geométrica de h de modo a usar
o Teorema da Funcao Inversa.

Exercicio 2. Determine o conjunto x de pontos (£1,&2,&3) € R? tais que
f(x) = 23 + &2% + & + €3 ndo satisfaz & hipétese H em (1). Prove que
R3 \ x é aberto e denso em R3.

Sugestdo: Relembre a dlgebra do ginasio.

Exercicio 3. Prove que fi(z1,22) = %x% + bxrixe + %x% com

a b
det ( b o ) #0
é, em (0,0), C* equivalente & direita a uma unica das seguintes formas

q, em (0,0):

a) ¢ = qo =z} + 23;
b) ¢ = q1 = 2} — a3;
c) q=qo = —a? — 3.
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Exercicio 4. Prove que ndo existe difeomorfismo h de classe C' de um
aberto A C R? sobre um aberto B C R? tal que h(Sk(e)) = Sslup(é), onde
SL(e) denota um circulo Euclidiano de raio e > 0 e S

sup(d) denota um
circulo na norma do sup (ou maximo) e raio 6 > 0.

Exercicio 5. Seja g : R — R de classe C*. Prove que G(z,y) = (z+9(y),v)
é um difeomorfismo de R? sobre R2. Determine G1.



